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LOGISCH ZWINGENDE TEILPRINZIPIEN VON ZFC

PETER SCHUSTER

Zusammenfassung
We unfold and discuss the well–known argument that the axiom
of choice implies the law of excluded middle, and distill a weak
form of the axiom of choice that is equivalent to the decidability
of all bounded formulas. The same is done with the foundation
axiom and the linearity of ordinals in place of the axiom of choice.
As consequences of the law of excluded middle, these weak forms
of principles of classical Zermelo–Fraenkel set theory (ZFC) are
thus already enforced by the choice of the underlying logic. To
make all this visible, we work in a fragment of Aczel’s constructive
Zermelo–Fraenkel set theory (CZF), which none of the principles
under consideration is part of.

Wendet man die Brouwer-Heyting-Kolmogorow-Interpretation der intuition-
istischen Logik auf das für die klassische Logik charakteristische Prinzip
des tertium non datur an, so besagt es, daß jede Formel ϕ entscheidbar
ist, man also entweder einen Beweis von ϕ oder einen ihrer Negation ¬ϕ
angeben kann. Im folgenden wird sich die Entscheidbarkeit aller sogenan-
nten ∆0-Formeln als äquivalent zu geeigneten Abschwächungen von drei
Prinzipien der Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre mit Auswahlprinzip (ZFC)1

herausstellen: des Auswahlaxioms, des Fundierungsaxioms und der Tri-
chotomie der Ordinalzahlen. Die Gültigkeit dieser Abschwächungen wird
also bereits durch die Wahl der zugrundeliegenden Logik erzwungen.

Im Geiste der “informal constructive reverse mathematics” nach Ishihara
[11] präzisieren wir somit die bekannten Aussagen, daß die Entscheidbarkeit
aller ∆0-Formeln aus jedem der drei oben genannten mengentheoretischen
Prinzipien folgt. Letzteres wurde im Rahmen des elementaren Fragments
CZF0 der von Aczel in [1] begründeten “constructive Zermelo-Fraenkel set
theory” (CZF) gezeigt [2], welche auf der intuitionistischen Prädikatenlogik

1 Für eine neuere deutschsprachige Darstellung von ZFC sei auf Deisers Monographie
[8] verwiesen.
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erster Stufe mit Gleichheit beruht. Da CZF keines der bisher erwähnten
Prinzipien von ZFC beinhaltet, ist es auch als Grundlage der hier angestellten
Betrachtungen geeignet.

Das einzige nichtlogische Zeichen von CZF ist das Symbol ∈ für die Ele-
mentrelation. Wie üblich definiert man die Teilmengenrelation ⊆ durch

x ⊆ y ⇔ ∀z ∈ x (z ∈ y) .

und verlangt, daß = extensional ist, daß also

(1) x = y ⇔ x ⊆ y ∧ y ⊆ x

gilt. Abbildungen werden in CZF als Graphen definiert; insbesondere gilt

(2) x = y ⇒ f (x) = f (y)

für alle Argumente x, y einer Abbildung f .
Neben dem Paarmengen-, dem Vereinigungsmengen- und dem Ersetzungs-

axiom werden in CZF0 noch eine Verstärkung des Unendlichkeitsaxioms,
welche die Existenz einer kleinsten induktiven Menge fordert, und das Axi-
omenschema der ∆0-Aussonderung angenommen. Durch letzteres sind die-
jenigen Formeln zur Aussonderung zugelassen, in welchen jede gebundene
Variable x nur als ∃x ∈ u oder ∀x ∈ v vorkommt, wobei u und v Mengen
sind; man nennt Formeln dieser Art ∆0-Formeln.2 Ist also w eine Menge
und ϕ eine ∆0-Formel, so ist {x ∈ w : ϕ} eine Menge.

Bekanntlich können die natürlichen Zahlen induktiv eingeführt werden,
indem man

0 = ∅ und n + 1 = n ∪ {n}

setzt, also jede natürliche Zahl n mit der Menge {0, . . . , n− 1} identifiziert;
damit ist

0 = ∅ , 1 = {0} und 2 = {0, 1} .

Die natürlichen Zahlen bilden eine Menge ω = {0, 1, 2, . . .}, und für k, ` ∈
ω gilt

(3) k < ` ⇔ k ∈ ` .

2 In [2] werden auch die Bezeichnungen “bounded formula” und “restricted formula”
verwendet.
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Eine Aussage der Form ∀n ∈ ω ϕ kann man dann durch Induktion be-
weisen, wenn ϕ eine ∆0-Formel ist. In diesem Fall ist nämlich Φ = {n ∈ ω :
ϕ} eine Menge, sodaß man mit Hilfe des (starken) Unendlichkeitsaxioms
Φ = ω erhält, sofern Φ induktiv ist. Da im folgenden Aussagen allge-
meinerer Art durch Induktion gezeigt werden sollen, sei zusätzlich zu den
oben aufgezählten Axiomen von CZF0 noch das Induktionsprinzip für be-
liebige Formeln vorausgesetzt, das auch aus dem zu CZF gehörenden Axiom
der Mengeninduktion folgt [2].

Eine Menge X heiße n-aufzählbar, wenn es eine surjektive Abbildung
von n auf X gibt, und endlich aufzählbar, wenn sie n-aufzählbar ist für ein
n ∈ ω. Im letzteren Fall ist die natürliche Zahl n nicht eindeutig durch die
Menge X bestimmt — es sei denn, daß X leer, also n-aufzählbar lediglich
für n = 0 ist.

Eine Menge ist bewohnt, wenn sie mindestens ein Element hat. Jede der
im folgenden mit X bezeichneten Mengen habe ausschließlich bewohnte
Elemente. Das Auswahlprinzip für eine derartige Menge X besagt, daß es
eine Auswahlfunktion zu X gibt, also eine Abbildung f : X →

⋃

X mit
f (x) ∈ x für alle x ∈ X . Ist X leer oder einelementig, so gibt es trivialer-
weise eine Auswahlfunktion zu X .

Ist X endlich aufzählbar, also X = {x1, . . . , xn} für ein n ∈ ω, ohne daß
xi = xj nur für i = j der Fall sein muß, so könnte man versuchen, eine
Auswahlfunktion f zu X definieren, indem man für jedes i ein beliebiges
ξi ∈ xi wählt und f (xi) = ξi setzt. Ist xi = xj entscheidbar für alle
i und j, so kann man erreichen, daß xi = xj nur für i = j der Fall ist.
Insbesondere ist (2) dann automatisch erfüllt; man hat also in der Tat eine
Auswahlfunktion zu X konstruiert.

Diese Aufgabe kann jedoch bereits dann erledigt werden, wenn xi = xj

nur für i < j entscheidbar ist. Ist nämlich z eine bewohnte Menge der-
art, daß z ∈ X entscheidbar ist, so kann man jede Auswahlfunktion zu X
zu einer Auswahlfunktion zu X ∪ {z} fortsetzen, indem man z auf irgen-
dein ζ ∈ Z abbildet, falls z /∈ X ist. Durch Induktion kann man so eine
Auswahlfunktion zu jeder endlich aufzählbaren Menge X gewinnen.

Das soeben skizzierte, wohlbekannte Argument läßt sich wie folgt auch
auf einem niedrigeren Typenniveau ausführen.

Lemma 1 : Es sei z eine Menge und ζ ∈ z derart, daß ζ ∈ x entscheidbar
ist für jedes x ∈ X . Gibt es eine Auswahlfunktion zu X , so gibt es eine
Auswahlfunktion zu X ∪ {z}.
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Beweis. Aus einer Auswahlfunktion f zu X gewinnt man eine Auswahlfunk-
tion F zu X ∪ {z}, indem man

F (x) =

{

f (x) falls ζ /∈ x
ζ falls ζ ∈ x

setzt für x ∈ X ∪ {z} oder F als Graphen durch

(4) F =
⋃

x∈X∪{z}

({(x, f (x)) : ζ /∈ x} ∪ {(x, ζ) : ζ ∈ x})

definiert. Dieses F ist wohldefiniert, da ζ ∈ z trivialerweise entscheidbar
ist, und da für x ∈ X ∪ {z} aus ζ /∈ x folgt, daß x 6= z, also x ∈ X ist. �

Lemma 2 : Es sei X = {x1, . . . , xn}. Gibt es zu jedem k ∈ {1, . . . , n} ein
ξk ∈ xk derart, daß ξj ∈ xi entscheidbar ist für alle i, j ∈ {1, . . . , n} mit
i < j, so gibt es eine Auswahlfunktion zu X .

Beweis. Mit Hilfe von Lemma 1 führe man Induktion nach n. �

Das endliche bzw. binäre Auswahlprinzip sei dasjenige für endlich aufzählbare
bzw. 2-aufzählbare Mengen X . Aus Lemma 2 folgt:

Proposition 3 : Das endliche Auswahlprinzip gilt für diejenigen X , für welche
ξ ∈ x entscheidbar ist für alle ξ ∈

⋃

X und x ∈ X .

Eine Menge z ist transitiv, wenn jedes Element von z auch Teilmenge von
z ist.

Lemma 4 : Es sei Z ⊆ ω und Z transitiv. Ist Z bewohnt, so ist 0 ∈ Z.

Beweis. Man wähle n ∈ Z. Wegen Z ⊆ ω ist n ∈ ω, also entweder n = 0
und damit 0 ∈ Z, oder 0 ∈ n, also auch 0 ∈ Z, da ja Z transitiv ist. �

Das Fundierungsprinzip für eine Menge Y besagt: Ist Y bewohnt, so gibt
es ein y ∈ Y mit y∩Y = ∅, also mit x /∈ Y für alle x ∈ y und mit x /∈ y für
alle x ∈ Y . Es gilt trivialerweise für Y = ∅, sowie mit y = ∅ für alle Y mit
∅ ∈ Y . Das Fundierungsprinzip gilt somit nicht nur für alle Y ⊆ 1, sondern
auch für alle transitiven Y ⊆ ω, da 0 ∈ Y ist für jedes bewohnte Y dieser
Art (Lemma 4).

Wegen (3) ist das Fundierungsprinzip für jedes bewohnte Y ⊆ ω dazu
äquivalent, daß Y ein kleinstes Element hat.
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Lemma 5 : Es sei Y ⊆ ω. Gibt es ein ` ∈ Y derart, daß k ∈ Y entscheidbar
ist für alle k ∈ `, so hat Y ein kleinstes Element.

Beweis. Man untersuche nacheinander, ob 0 ∈ Y , 1 ∈ Y , . . . oder `−1 ∈ Y
gilt. �

Eine abtrennbare Teilmenge T einer Menge S ist eine solche, für die x ∈
T entscheidbar ist für alle x ∈ S. Mit Lemma 5 ergibt sich:

Proposition 6 : Das Fundierungsprinzip gilt für alle abtrennbaren Teilmen-
gen Y von ω.

Eine Ordinalzahl ist eine transitive Menge, deren Elemente wieder tran-
sitiv sind. Bekanntlich sind ω und alle n ∈ ω Ordinalzahlen; insbesondere
gilt

(5) u ⊆ n ⇒ u ⊆ ω .

Alle transitiven Teilmengen einer Ordinalzahl sind Ordinalzahlen; insbeson-
dere ist jede transitive Menge Z mit Z ⊆ ω eine Ordinalzahl.

Die Trichotomie der Ordinalzahlen besagt, daß für je zwei Ordinalzahlen
x und y einer der drei Fälle x ∈ y, x = y und x 3 y eintritt; diese Tri-
chotomie gilt etwa für x, y ∈ ω. Unter dem Prüfprinzip für eine Menge Z
wollen wir verstehen, daß Z, falls es transitiv ist, entweder bewohnt oder
leer ist. Das Prüfprinzip für alle Z ⊆ ω folgt aus der Trichotomie der Or-
dinalzahlen, da die letztere der Alternativen 0 ∈ Z, Z = 0 und Z ∈ 0
unmöglich ist.

Nach Lemma 4 ist das Prüfprinzip für jedes transitive Z ⊆ ω dazu äquiv-
alent, daß 0 ∈ Z entscheidbar ist. Es folgt:

Proposition 7 : Das Prüfprinzip gilt für alle abtrennbaren Teilmengen Z von
ω.

Ist Z eine beliebige Teilmenge von 1 = {0}, so ist 0 = ∅ das einzig
mögliche Element von Z, also Z transitiv. Das Prüfprinzip für alle Z ⊆ 1
bedeutet also, daß jede Teilmenge von 1 entweder gleich ∅ oder gleich 1 ist.

Es sei Γ eine Klasse von Formeln, den Γ-Formeln. Das primitive Ausson-
derungsprinzip für Γ besage, daß für jede Menge e und jede Γ-Formel ϕ die
Teilmenge

{e : ϕ} = {x ∈ {e} : ϕ}
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der einelementigen Menge {e} wiederum eine Menge ist. Neben

(6) ϕ ⇔ e ∈ {e : ϕ}

gilt dann {e : ϕ} = {e} bzw. {e : ϕ} = ∅, falls ϕ bzw. ¬ϕ beweisbar ist. In
CZF0 gilt natürlich das primitive Aussonderungsprinzip für alle Γ ⊆ ∆0.

Am bekannten topos- bzw. mengentheoretischen Argument aus [9] und
[10]3 wurde in [2] gesehen, daß das Auswahlaxiom die Entscheidbarkeit
aller ∆0-Formeln nach sich zieht. Analoge Feststellungen wurden dort für
das Fundierungsaxiom und die Trichotomie der Ordinalzahlen gemacht.
Durch Inspektion der Beweise von [2] läßt sich dies wie folgt verallgemei-
nern, wobei auch im Fall Γ ⊆ ∆0 das Axiomenschema der ∆0-Aussonde-
rung nur in der schwächeren Form des primitiven Aussonderungsprinzips
für Γ auftritt.

Theorem 8 : Es gelte das primitive Aussonderungsprinzip für Γ. Die Ent-
scheidbarkeit aller Γ-Formeln ergibt sich aus jeder einzelnen der folgenden
drei Aussagen: aus

(a) dem binären Auswahlprinzip,
(b) dem Fundierungsprinzip für alle Y ⊆ 2,
(c) dem Prüfprinzip für alle Z ⊆ 1.

Beweis. Es sei eine Γ-Formel ϕ gegeben. Für (a) wähle man Mengen a0 und
b0 mit a0 6= b0, etwa a0 = 0 und b0 = 1. Setzt man

(7) A = {a0} ∪ {b0 : ϕ} und B = {a0 : ϕ} ∪ {b0} ,

so sind A und B Mengen gemäß dem primitiven Aussonderungsprinzip für
Γ, und es gilt a0 ∈ A und b0 ∈ B, sowie

b0 ∈ A ⇔ ϕ und a0 ∈ B ⇔ ϕ .

Mit (1) folgt

(8) A = B ⇔ ϕ .

3 Dies wurde wohl schon von Bishop [5] vorweggenommen (S. 58, Problem 2); siehe
auch [6], S. 62. In [4, 15], [7, 12, 13] und [3] werden ähnliche Untersuchungen in intuition-
istischer Logik mit Gleichheit, in Martin-Löfscher Typentheorie bzw. in der Topostheorie
angestellt. Des weiteren sei auf [14] verwiesen.
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Nun ist {A, B} eine 2-aufzählbare Menge. Nach dem binären Auswahl-
prinzip gibt es eine Auswahlfunktion f zu {A, B}. Setzt man

a = f (A) und b = f (B) ,

so ist a ∈ A und b ∈ B, und es gilt

(9) a = b ⇔ ϕ .

Gemäß (8) folgt nämlich aus ϕ, daß A = B ist, woraus a = b folgt nach
(2); ist andererseits a = b, also {a, b} = {c} und damit c ∈ A ∩ B für ein
c ∈ {a0, b0}, so ist c = a0 oder c = b0, also a0 ∈ B oder b0 ∈ A, weshalb
dann ϕ gilt. Mit (9) trifft schließlich ϕ oder ¬ϕ zu je nachdem, ob a = b
oder a 6= b ist; wegen a, b ∈ {a0, b0} und a0 6= b0 kann man sagen, welcher
der beiden Fälle eintritt.

Für (b) setze man
Y = {0 : ϕ} ∪ {1} ;

dies ist eine Menge gemäß dem primitiven Aussonderungsprinzip für Γ.
Neben 1 ∈ Y und Y ⊆ 2 gilt

0 ∈ Y ⇔ ϕ .

Nach dem Fundierungsprinzip für dieses Y ⊆ 2 hat Y ein kleinstes Element
k. Wegen k ∈ Y ist entweder k = 0 und ϕ gilt, oder k = 1. Wegen ` /∈ Y
für alle ` < k muß im letzteren Fall 0 /∈ Y sein, also ¬ϕ gelten.

Für (c) setze man
Z = {0 : ϕ} ;

dies ist eine Menge gemäß dem primitiven Aussonderungsprinzip für Γ, und
als Teilmenge von 1 ist sie automatisch transitiv. Nach dem Prüfprinzip für
dieses Z ⊆ 1 ist 0 ∈ Z oder Z = ∅, weshalb ϕ oder ¬ϕ gilt. �

Im Verlauf von Teil (a) des Beweises von Theorem 8 wird jede Γ-Formel
ϕ in zwei Schritten umgewandelt, und zwar

(1) mit Hilfe des primitiven Aussonderungsprinzip für Γ in die Form
A = B für geeignete Mengen A und B und

(2) mit Hilfe des binären Auswahlprinzips für {A, B} in die Form a = b
mit a ∈ A und b ∈ B.

Versieht man das binäre Auswahlprinzip für {A, B} mit einer der Zusatzvor-
aussetzungen

— A und B sind Teilmengen von 2,
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— x = y ist entscheidbar für alle x, y ∈ A ∪ B,
— x = y ist entscheidbar für alle x ∈ A und y ∈ B,

so erhält man ein äquivalentes Prinzip, weil es noch für Teil (a) des Beweises
von Theorem 8 genügt.

Aus den Propositionen 3, 6 und 7, sowie aus Theorem 8 folgt:

Corollar 9 : Die Entscheidbarkeit aller ∆0-Formeln ist zu jeder einzelnen
der folgenden drei Aussagen äquivalent:

(A) zum endlichen Auswahlprinzip,
(B) zum Fundierungsprinzip für alle Y ⊆ ω,
(C) zum Prüfprinzip für alle Z ⊆ ω.

Unter einer ∈-Formel verstehe man eine Formel der Gestalt x ∈ y; jede
∈-Formel ist eine ∆0-Formel. Vor Theorem 8 wurde vom Axiomenschema
der ∆0-Aussonderung lediglich das primitive Aussonderungsprinzip für ∈-
Formeln verwendet, und zwar bei (4). Setzt man nur dieses Teilprinzip vo-
raus, so bleibt Corollar 9 gültig, wenn man dort die Entscheidbarkeit aller
∈-Formeln an die Stelle derjenigen aller ∆0-Formeln treten läßt. Allerdings
folgt wie bei (6) aus dem vollen Axiomenschema der ∆0-Aussonderung, daß
die ∆0-Formeln bis auf Äquivalenz genau die ∈-Formeln sind.

Wegen (5) sind die in (a), (b) und (c) formulierten Aussagen Spezialfälle
der in (A), (B) bzw. (C) genannten Prinzipien. Da jede der ersteren Aussagen
bereits die Entscheidbarkeit aller ∆0-Formeln (Theorem 8) und damit alle
der letzteren Prinzipien nach sich zieht (Corollar 9), ist jeder der Spezialfälle
zur Entscheidbarkeit aller ∆0-Formeln und damit zum allgemeinen Fall äquiv-
alent.

Für das Fundierungs- und das Prüfprinzip kann man diesen Umstand wie
folgt auch direkt einsehen, ohne Bezug auf die Entscheidbarkeit aller ∆0-
Formeln zu nehmen. Im Fall des Prüfprinzips sei Z eine transitive Menge
mit Z ⊆ ω; dann ist auch Z0 = Z ∩ 1 transitiv mit Z0 ⊆ 1. Nach dem
Prüfprinzip für alle Teilmengen von 1 ist entweder 0 ∈ Z0 oder Z0 = ∅, also
Z bewohnt oder leer gemäß Lemma 4.

Was das Fundierungsprinzip angeht, so sei Y eine bewohnte Menge mit
Y ⊆ ω. Man wähle ein n ∈ Y und setze

Y0 = {0 : ∃m ∈ Y (m < n)} ∪ {1} .

Dieses Y0 ⊆ 2 ist bewohnt, hat also nach dem Fundierungsprinzip für alle
Teilmengen von 2 ein kleinstes Element k. Ist k = 1, so ist n das kleinste
Element von Y ; ist k = 0, so gibt es ein m ∈ Y mit m < n, und man wieder-
hole das Verfahren mit m anstelle von n, bis man ein kleinstes Element von
Y gefunden hat.
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