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LOGISCH ZWINGENDE TEILPRINZIPIEN VON ZFC

PETER SCHUSTER

Zusammenfassung

We unfold and discuss the well-known argument that the axiom
of choice implies the law of excluded middle, and distill a weak
form of the axiom of choice that is equivalent to the decidability
of all bounded formulas. The same is done with the foundation
axiom and the linearity of ordinals in place of the axiom of choice.
As consequences of the law of excluded middle, these weak forms
of principles of classical Zermelo—Fraenkel set theory (ZFC) are
thus already enforced by the choice of the underlying logic. To
make all this visible, we work in a fragment of Aczel’s constructive
Zermelo—Fraenkel set theory (CZF), which none of the principles
under consideration is part of.

Wendet man die Brouwer-Heyting-Kolmogorow-Interpretation der intuition-
istischen Logik auf das fiir die klassische Logik charakteristische Prinzip
des tertium non datur an, so besagt es, dal jede Formel ¢ entscheidbar
ist, man also entweder einen Beweis von ¢ oder einen ihrer Negation —¢
angeben kann. Im folgenden wird sich die Entscheidbarkeit aller sogenan-
nten Ag-Formeln als dquivalent zu geeigneten Abschwichungen von drei
Prinzipien der Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre mit Auswahlprinzip (ZFC)!
herausstellen: des Auswahlaxioms, des Fundierungsaxioms und der Tri-
chotomie der Ordinalzahlen. Die Giiltigkeit dieser Abschwéachungen wird
also bereits durch die Wahl der zugrundeliegenden Logik erzwungen.

Im Geiste der “informal constructive reverse mathematics” nach Ishihara
[11] préizisieren wir somit die bekannten Aussagen, da3 die Entscheidbarkeit
aller Ag-Formeln aus jedem der drei oben genannten mengentheoretischen
Prinzipien folgt. Letzteres wurde im Rahmen des elementaren Fragments
CZF; der von Aczel in [1] begriindeten “constructive Zermelo-Fraenkel set
theory” (CZF) gezeigt [2], welche auf der intuitionistischen Pridikatenlogik

!Fiir eine neuere deutschsprachige Darstellung von ZFC sei auf Deisers Monographie
[8] verwiesen.
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erster Stufe mit Gleichheit beruht. Da CZF keines der bisher erwihnten
Prinzipien von ZFC beinhaltet, ist es auch als Grundlage der hier angestellten
Betrachtungen geeignet.

Das einzige nichtlogische Zeichen von CZF ist das Symbol € fiir die Ele-
mentrelation. Wie tiblich definiert man die Teilmengenrelation C durch

rCys Vzex (z€y) .
und verlangt, dal = extensional ist, daf} also
(1 r=y<orCyhyCx
gilt. Abbildungen werden in CZF als Graphen definiert; insbesondere gilt

2 r=y = f(z)=[(Q)

fiir alle Argumente x, y einer Abbildung f.

Neben dem Paarmengen-, dem Vereinigungsmengen- und dem Ersetzungs-
axiom werden in CZFj noch eine Verstirkung des Unendlichkeitsaxioms,
welche die Existenz einer kleinsten induktiven Menge fordert, und das Axi-
omenschema der Ag-Aussonderung angenommen. Durch letzteres sind die-
jenigen Formeln zur Aussonderung zugelassen, in welchen jede gebundene
Variable x nur als 3z € u oder Vx € v vorkommt, wobei © und v Mengen
sind; man nennt Formeln dieser Art Ag-Formeln.> Ist also w eine Menge
und ¢ eine Agy-Formel, so ist {z € w : ¢} eine Menge.

Bekanntlich kdnnen die natiirlichen Zahlen induktiv eingefiihrt werden,
indem man

0=0 und n+1=nU{n}

setzt, also jede natiirliche Zahl n mit der Menge {0, ..., n — 1} identifiziert;

damit ist
0=0, 1={0} und 2=14{0,1}.

Die natiirlichen Zahlen bilden eine Menge w = {0,1,2,...}, und fiir k, £ €
w gilt

3) k<l s kel

’In [2] werden auch die Bezeichnungen “bounded formula” und “restricted formula”
verwendet.

f
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Eine Aussage der Form Vn € w ¢ kann man dann durch Induktion be-
weisen, wenn ¢ eine Ag-Formel ist. In diesem Fall ist ndmlich ® = {n € w :
¢} eine Menge, sodaB man mit Hilfe des (starken) Unendlichkeitsaxioms
® = w erhilt, sofern ® induktiv ist. Da im folgenden Aussagen allge-
meinerer Art durch Induktion gezeigt werden sollen, sei zusétzlich zu den
oben aufgezihlten Axiomen von CZF( noch das Induktionsprinzip fiir be-
liebige Formeln vorausgesetzt, das auch aus dem zu CZF gehorenden Axiom
der Mengeninduktion folgt [2].

Eine Menge X heille n-aufzdihlbar, wenn es eine surjektive Abbildung
von n auf X gibt, und endlich aufzihlbar, wenn sie n-aufzéhlbar ist fiir ein
n € w. Im letzteren Fall ist die natiirliche Zahl n nicht eindeutig durch die
Menge X bestimmt — es sei denn, dal X leer, also n-aufzdhlbar lediglich
fiir n = 0 ist.

Eine Menge ist bewohnt, wenn sie mindestens ein Element hat. Jede der
im folgenden mit X bezeichneten Mengen habe ausschlie3lich bewohnte
Elemente. Das Auswahlprinzip fiir eine derartige Menge X besagt, daf} es
eine Auswahlfunktion zu X gibt, also eine Abbildung f : X — |JX mit
f(z) € z furalle z € X. Ist X leer oder einelementig, so gibt es trivialer-
weise eine Auswahlfunktion zu X.

Ist X endlich aufzihlbar, also X = {z1,...,x,} fiir ein n € w, ohne dal
x; = x; nur fiir 7 = j der Fall sein muB, so kdnnte man versuchen, eine
Auswahlfunktion f zu X definieren, indem man fiir jedes ¢ ein beliebiges
& € x; wahlt und f(x;) = & setzt. Ist z; = x; entscheidbar fiir alle
¢ und j, so kann man erreichen, dal z; = x; nur fir ¢ = j der Fall ist.
Insbesondere ist (2) dann automatisch erfiillt; man hat also in der Tat eine
Auswahlfunktion zu X konstruiert.

Diese Aufgabe kann jedoch bereits dann erledigt werden, wenn z; = x;
nur fiir 7 < j entscheidbar ist. Ist nimlich z eine bewohnte Menge der-
art, daB} z € X entscheidbar ist, so kann man jede Auswahlfunktion zu X
zu einer Auswahlfunktion zu X U {z} fortsetzen, indem man z auf irgen-
dein ¢ € Z abbildet, falls z ¢ X ist. Durch Induktion kann man so eine
Auswahlfunktion zu jeder endlich aufzdhlbaren Menge X gewinnen.

Das soeben skizzierte, wohlbekannte Argument 146t sich wie folgt auch
auf einem niedrigeren Typenniveau ausfiihren.

Lemma 1: Es sei z eine Menge und ¢ € z derart, dafs ( € x entscheidbar
ist fiir jedes x € X. Gibt es eine Auswahlfunktion zu X, so gibt es eine
Auswahlfunktion zu X U {z}.
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Beweis. Aus einer Auswahlfunktion f zu X gewinnt man eine Auswahlfunk-
tion F' zu X U {z}, indem man

fl) falls ¢
FW:{ (5”) falls ggi

setzt fir x € X U {z} oder F als Graphen durch

&) F= |J (@ f@):¢e¢au{(=,¢):¢ea})

zeXU{z}

definiert. Dieses F' ist wohldefiniert, da ( € z trivialerweise entscheidbar
ist, und da fiir z € X U {z} aus ¢ ¢ x folgt,daB = # z,alsoz € X ist. O

Lemma 2: Essei X = {x1,...,x,}. Gibtes zujedemk € {1,...,n} ein
&k € xy derart, daf3 & € x; entscheidbar ist fiir alle i,5 € {1,...,n} mit
1 < j, so gibt es eine Auswahlfunktion zu X.

Beweis. Mit Hilfe von Lemma 1 fithre man Induktion nach n. O

Das endliche bzw. bindire Auswahlprinzip sei dasjenige fiir endlich aufzéihlbare

bzw. 2-aufzidhlbare Mengen X. Aus Lemma 2 folgt:

Proposition 3: Das endliche Auswahlprinzip gilt fiir diejenigen X, fiir welche
& € x entscheidbar ist fiir alle £ € | J X und © € X.

Eine Menge z ist transitiv, wenn jedes Element von z auch Teilmenge von
z ist.

Lemma 4: Es sei Z C w und Z transitiv. Ist Z bewohnt, so ist 0 € Z.

Beweis. Man wihle n € Z. Wegen Z C wistn € w, also entweder n = 0
und damit 0 € Z, oder 0 € n, also auch 0 € 7, da ja Z transitiv ist. O

Das Fundierungsprinzip fiir eine Menge Y besagt: Ist Y bewohnt, so gibt
eseiny € Y mityNY = (), alsomit x ¢ Y fiiralle z € y und mit x ¢ y fiir
alle z € Y. Es gilt trivialerweise fiir Y = (), sowie mit y = () fiir alle Y mit
() € Y. Das Fundierungsprinzip gilt somit nicht nur fiir alle Y C 1, sondern
auch fiir alle transitiven Y C w, da 0 € Y ist fiir jedes bewohnte Y dieser
Art (Lemma 4).

Wegen (3) ist das Fundierungsprinzip fiir jedes bewohnte ¥ C w dazu
dquivalent, daB Y ein kleinstes Element hat.

f
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Lemma 5: Essei Y C w. Gibteseinf €Y derart, daf k € Y entscheidbar
ist fiir alle k € £, so hat'Y ein kleinstes Element.

Beweis. Man untersuche nacheinander,ob0 € Y,1 € Y,... oder/—1¢cY
gilt. g

Eine abtrennbare Teilmenge 1" einer Menge S ist eine solche, fiir die x €
T entscheidbar ist fiir alle z € S. Mit Lemma 5 ergibt sich:

Proposition 6: Das Fundierungsprinzip gilt fiir alle abtrennbaren Teilmen-
gen'Y von w.

Eine Ordinalzahl ist eine transitive Menge, deren Elemente wieder tran-
sitiv sind. Bekanntlich sind w und alle n € w Ordinalzahlen; insbesondere
gilt

5 uCn=uCuw.

Alle transitiven Teilmengen einer Ordinalzahl sind Ordinalzahlen; insbeson-
dere ist jede transitive Menge Z mit Z C w eine Ordinalzahl.

Die Trichotomie der Ordinalzahlen besagt, daB fiir je zwei Ordinalzahlen
z und y einer der drei Fille x € y, x = y und x 2 y eintritt; diese Tri-
chotomie gilt etwa fiir z,y € w. Unter dem Priifprinzip fiir eine Menge Z
wollen wir verstehen, daf} Z, falls es transitiv ist, entweder bewohnt oder
leer ist. Das Priifprinzip fiir alle Z C w folgt aus der Trichotomie der Or-
dinalzahlen, da die letztere der Alternativen 0 € Z, Z = OQund Z € 0
unmdoglich ist.

Nach Lemma 4 ist das Priifprinzip fiir jedes transitive Z C w dazu dquiv-
alent, dal 0 € Z entscheidbar ist. Es folgt:

Proposition 7: Das Priifprinzip gilt fiir alle abtrennbaren Teilmengen Z von
w.

Ist Z eine beliebige Teilmenge von 1 = {0}, so ist 0 = () das einzig
mogliche Element von Z, also Z transitiv. Das Priifprinzip fiir alle Z C 1
bedeutet also, daB jede Teilmenge von 1 entweder gleich ) oder gleich 1 ist.

Es sei I' eine Klasse von Formeln, den I'-Formeln. Das primitive Ausson-
derungsprinzip fiir I" besage, daB fiir jede Menge e und jede I'-Formel ¢ die

Teilmenge
{e:pp ={ze{e): ¢}
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der einelementigen Menge {e} wiederum eine Menge ist. Neben

(6) o< ec{e: v}

giltdann {e : p} = {e} bzw. {e : ¢} = 0, falls ¢ bzw. - beweisbar ist. In
CZF gilt natiirlich das primitive Aussonderungsprinzip fiir alle I' C Ay.

Am bekannten topos- bzw. mengentheoretischen Argument aus [9] und
[10]* wurde in [2] gesehen, daB das Auswahlaxiom die Entscheidbarkeit
aller Ag-Formeln nach sich zieht. Analoge Feststellungen wurden dort fiir
das Fundierungsaxiom und die Trichotomie der Ordinalzahlen gemacht.
Durch Inspektion der Beweise von [2] 146t sich dies wie folgt verallgemei-
nern, wobei auch im Fall ' C Ag das Axiomenschema der Ag-Aussonde-
rung nur in der schwicheren Form des primitiven Aussonderungsprinzips
fiir I" auftritt.

Theorem 8: Es gelte das primitive Aussonderungsprinzip fiir I'. Die Ent-
scheidbarkeit aller T'-Formeln ergibt sich aus jeder einzelnen der folgenden
drei Aussagen: aus

(a) dem bindren Auswahlprinzip,

(b) dem Fundierungsprinzip fiir alle Y C 2,

(c) dem Priifprinzip fiir alle Z C 1.

Beweis. Es sei eine I'-Formel ¢ gegeben. Fiir (a) wihle man Mengen a( und
by mit ag # by, etwa ag = 0 und by = 1. Setzt man

@) A={ap}U{by : ¢} und B = {ag: ¢} U{bo},

so sind A und B Mengen geméf dem primitiven Aussonderungsprinzip fiir
I',und es gilt ag € A und by € B, sowie

bhpeA < ¢ und ag€e B < p.
Mit (1) folgt

®) A=B & ¢.

3 Dies wurde wohl schon von Bishop [5] vorweggenommen (S. 58, Problem 2); siche
auch [6], S. 62. In [4, 15], [7, 12, 13] und [3] werden dhnliche Untersuchungen in intuition-
istischer Logik mit Gleichheit, in Martin-Lofscher Typentheorie bzw. in der Topostheorie
angestellt. Des weiteren sei auf [14] verwiesen.
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Nun ist {A, B} eine 2-aufzéhlbare Menge. Nach dem bindren Auswahl-
prinzip gibt es eine Auswahlfunktion f zu {A, B}. Setzt man

a=f(A) ud b=f(B),
soista € Aund b € B, und es gilt
) a=b<& p.

Gemil (8) folgt ndmlich aus ¢, da A = B ist, woraus a = b folgt nach
(2); ist andererseits a = b, also {a,b} = {c} und damit ¢ € AN B fiir ein
¢ € {ap, by}, soist ¢ = ag oder ¢ = by, also ay € B oder by € A, weshalb
dann ¢ gilt. Mit (9) trifft schlieBlich ¢ oder —¢ zu je nachdem, ob a = b
oder a # b ist; wegen a,b € {ag, by} und ag # by kann man sagen, welcher
der beiden Fille eintritt.

Fiir (b) setze man

Y ={0:¢}uU{l};

dies ist eine Menge gemill dem primitiven Aussonderungsprinzip fiir I
Neben1l € YundY C 2 gilt

0eY & p.

Nach dem Fundierungsprinzip fiir dieses Y C 2 hat Y ein kleinstes Element
k. Wegen k € Y ist entweder kK = 0 und ¢ gilt, oder k = 1. Wegen / ¢ Y
fiir alle ¢ < k& muB im letzteren Fall 0 ¢ Y sein, also —¢p gelten.
Fiir (¢) setze man
Z=A{0:¢};

dies ist eine Menge gemiB dem primitiven Aussonderungsprinzip fiir I", und
als Teilmenge von 1 ist sie automatisch transitiv. Nach dem Priifprinzip fiir
dieses Z C 1ist0 € Z oder Z = (), weshalb ¢ oder -y gilt. g

Im Verlauf von Teil (a) des Beweises von Theorem 8 wird jede I'-Formel
 in zwei Schritten umgewandelt, und zwar
(1) mit Hilfe des primitiven Aussonderungsprinzip fiir I' in die Form
A = B fiir geeignete Mengen A und B und
(2) mit Hilfe des bindren Auswahlprinzips fiir { A, B} in die Forma = b
mita € Aund b € B.
Versieht man das bindre Auswahlprinzip fiir { A, B} mit einer der Zusatzvor-
aussetzungen

— A und B sind Teilmengen von 2,
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— 1z = y ist entscheidbar fiir alle x,y € AU B,
— x = yist entscheidbar fiir alle x € Aund y € B,
so erhélt man ein dquivalentes Prinzip, weil es noch fiir Teil (a) des Beweises
von Theorem 8 geniigt.
Aus den Propositionen 3, 6 und 7, sowie aus Theorem 8 folgt:

Corollar 9: Die Entscheidbarkeit aller Ag-Formeln ist zu jeder einzelnen
der folgenden drei Aussagen dquivalent:

(A) zum endlichen Auswahlprinzip,

(B) zum Fundierungsprinzip fiir alle Y C w,

(C) zum Priifprinzip fiir alle Z C w.

Unter einer €-Formel verstehe man eine Formel der Gestalt x € y; jede
€-Formel ist eine Ap-Formel. Vor Theorem 8 wurde vom Axiomenschema
der Ag-Aussonderung lediglich das primitive Aussonderungsprinzip fiir €-
Formeln verwendet, und zwar bei (4). Setzt man nur dieses Teilprinzip vo-
raus, so bleibt Corollar 9 giiltig, wenn man dort die Entscheidbarkeit aller
€-Formeln an die Stelle derjenigen aller Ag-Formeln treten 146t. Allerdings
folgt wie bei (6) aus dem vollen Axiomenschema der A(-Aussonderung, daB
die Ag-Formeln bis auf Aquivalenz genau die €-Formeln sind.

Wegen (5) sind die in (a), (b) und (c) formulierten Aussagen Spezialfille
derin (A), (B) bzw. (C) genannten Prinzipien. Da jede der ersteren Aussagen
bereits die Entscheidbarkeit aller Ag-Formeln (Theorem 8) und damit alle
der letzteren Prinzipien nach sich zieht (Corollar 9), ist jeder der Spezialfille

zur Entscheidbarkeit aller Ag-Formeln und damit zum allgemeinen Fall dquiv-

alent.

Fiir das Fundierungs- und das Priifprinzip kann man diesen Umstand wie
folgt auch direkt einsehen, ohne Bezug auf die Entscheidbarkeit aller Ag-
Formeln zu nehmen. Im Fall des Priifprinzips sei Z eine transitive Menge
mit Z C w; dann ist auch Zy = Z N1 transitiv mit Z; € 1. Nach dem
Priifprinzip fiir alle Teilmengen von 1 ist entweder 0 € Z oder Zy = (), also
Z bewohnt oder leer gemill Lemma 4.

Was das Fundierungsprinzip angeht, so sei Y eine bewohnte Menge mit
Y C w. Man wihle ein n € Y und setze

Yo={0:ImeY (m<n)}U{l}.

Dieses Yy C 2 ist bewohnt, hat also nach dem Fundierungsprinzip fiir alle
Teilmengen von 2 ein kleinstes Element k. Ist & = 1, so ist n das kleinste
Element von Y; ist k = 0, so gibtes einm € Y mitm < n, und man wieder-
hole das Verfahren mit m anstelle von n, bis man ein kleinstes Element von
Y gefunden hat.
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