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THEORIES PARACONSISTANTES DES ENSEMBLES
Newton C.A. DA COSTA et Jean-Yves BEZIAU!

Abstract

Paraconsistency is a way to develop set theory with a Russellian set.
We present here two main paraconsistent set theories, one similar to
Quine’s NF and the other one analogous to Church theory with a uni-
versal set. Basic properties of Russell set are studied. Some striking
features of the paraconsistent relation of membership are described.
The paper is a synthesis of old results (by da Costa, Arruda, Batens,
Sylvan) and new ones (by da Costa, Béziau, Wertheyser).

0. Vers une mathématique paraconsistante

Le but de cet article est de donner un apergu synthétique de 1’application de
la logique paraconsistante a la théorie des ensembles.

La logique paraconsistante existe depuis maintenant plus de trente ans
(pour un apergu général de cette logique voir par exemple [da Costa/Béziau
/Bueno 1995] oti le lecteur pourra trouver les références nécessaires a son
initiation & la paraconsistance ici présupposée). Cependant comme dans le
cas de beaucoup de logiques non-classiques, c’est surtout la partie proposi-
tionnelle qui a été étudiée et développée, or il semble nécessaire pour
qu’une logique puisse vraiment mériter le nom de logique, qu’elle dépasse
le stade d’une simple algebre ou d’un calcul élémentaire au pouvoir d’ex-
pression extrémement réduit, et qu’elle puisse notamment servir d’instru-
ment pour le raisonnement mathématique et conséquemment qu’elle puisse
s’appliquer a une science telle que la physique, par exemple.

Le premier d’entre nous a déja esquissé une ébauche d’application de la
logique paraconsistante aux «mathématiques concrétes», en 1’occurrence a
la géométrie affine finie (cf [da Costa 1989]). D’un autre c6té, le dévelop-
pement de théories des ensembles paraconsistantes est un complément
théorique fondamental pour I’élaboration d’une mathématique paraconsis-
tante, en tant notamment que premier pas vers une théorie paraconsistante
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des structures mathématiques qui serait une adaptation, par exemple, de la
théorie des structures de Bourbaki (cf [Bourbaki 1970]), aux préceptes de la
paraconsistance.

1. L’ensemble de Russell et le schéma d’abstracton

Dans cet article nous allons présenter certaines théories paraconsistantes
des ensembles (¢’est-a-dire des théories des ensembles inconsistantes mais
non-triviales).

De méme qu’il y a différentes théories classiques des ensembles (Zerme-
lo-Fraenkel, von Neumann-Bernays-Godel, Kelley-Morse, NF et ML de

Quine, etc.), il existe de nombreuses théories paraconsistantes des ensem-
bles.

Il est possible que dans une théorie des ensembles paraconsistante il y ait
un ensemble de Russell: r = {x ; x & x}. Et comme alors a partir d’hypo-
théses tres faibles on peut prouver que 1'union de r est identique a la classe
universelle v, il est naturel que cette classe soit elle aussi un ensemble, qui
est membre de lui-méme (v € v). Tout ceci exige que I’on prenne un mini-
mum de précautions pour développer de telles théories qui dépassent bien
souvent notre intuition quotidienne.

De plus, les relations de Russell, qui elles aussi conduisent a des contra-
dictions, peuvent également étre admises. Soit <x, x,, ..., x ,> un n-uplet
ordonné, la relation r, ; est définie comme suit:

Ky Xgy ey X, > € T

i

g e YO TR, -

Si dans I’équivalence ci-dessus nous substituons les variables x,, x,, ... x
par r, ., il s’en suit alors que:

n,i?
LFin B e P 17 € Fryp §FEE, 00 Wy g D 5B
ce qui nous conduit  la contradiction:
R GRS S 1 P AN < Y SRR - ) - Fipe
Si I'on considere par convention que <x,> = x,, on voitque r, , =r.
L’ensemble de Russell ou les relations de Russell ne peuvent pas étre étu-

diés sans probléme dans le cadre d’une théorie des ensembles paraconsis-
tante contenant un schéma d’abstraction sans aucune restriction.
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En effet, d’apreés le paradoxe de Curry-Moh Show Kwey le schéma d’ab-
straction (tout prédicat détermine un ensemble) est trivial sur la base d’une
logique extrémement faible sans négation. I faut donc en général (si I’on
veut travailler avec une implication usuelle; pour une solution différente
voir [Arruda et da Costa 1984]), méme dans les théories paraconsistantes,
introduire des restrictions appropriées au niveau du schéma d’abstraction.

La forme générale du schéma d’abstraction est la suivante:

(ABS) IHyVr(rEy e Inyxy.x, (= Xyyus X, 5
/\‘-b(xp Xy, ...,xn))

ol les variables satisfont les restrictions usuelles; lorsque n = 1, alors
(ABS) devient:

(ABS)) IVir€Ey = t=xNd(x))
ou encore:
(ABS") BVr(rey & d(1).

Si I’on veut donc avoir une théorie des ensembles contenant un ensemble
de Russell, la solution la plus simple, et que nous adopterons, sera de don-
ner un axiome qui affirme I’existence d’un tel ensemble.

Ces considérations étant faites, nous allons, aprés quelques remarques sur
le langage et les définitions, décrire deux types de théories des ensembles
paraconsistantes: la premiére basée sur NF et la seconde sur la version de
Church de ZF (munie d’un ensemble universel) (cf [Church 1974] et [da
Costa 1986]).

2. Langage et définition

Le langage des théories des ensembles que nous allons étudier est le lan-
gage ensembliste usuel, c’est-a-dire celui du calcul des prédicats avec iden-
tit€ (=) et comme unique symbole non-logique, le symbole de prédicat
binaire d’appartenance (€); les symboles logiques seront les symboles
usuels de connecteurs (=, /\, \/, =, <) et de quantificateurs (V, 3).

La logique sous-jacente que nous utiliserons pour développer ces théories
est la logique paraconsistante de premier ordre avec égalité C; (voir [da
Costa 1964] et [da Costa 1974]); dans cette logique il y a une négation forte
—" définie a partir de la négation faible de la fagon suivante: — "¢ = —d

Aol ¢° = = (¢ A=)
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Nous allons maintenant introduire au moyen de définitions contextuelles 2
la Russell le descripteur et I’abstracteur de Russell. Dans les ouvrages
usuels de théorie des ensembles, il n’est en général pas fait mention de ce
genre de procédés. Toutefois ils sont absolument indispensables pour que
des manipulations extrémement élémentaires, telles que celle du symbole
bourbachique représentant le vide, Z, aient un sens. Nous allons donc rap-
peler ces définitions contextuelles et évoquer quelques problémes qui se
posent a leur adaptation au monde de la paraconsistance (pour de plus am-
ples détails sur ce probleme et la notion de définition contextuelle voir [da
Costa/Béziau 1997]).

Descripteur

X=o () =4 =y NdMAYI(() D t=y))
WO =x=,, Y O=xAdMAVI(d(1) > 1=}))
XEWO () =4 EEYAGOAVI(D() > =)
W) Ex=,, YOG EXNG AV (S (N> t=y))
W () =l (1) =, IyFx (y=xA b () A (x)

AYE(D (D) D t=Y)AV (b (1) > t=x))
wo () Ewp(x) =, JyAx(yExAd () A ()

AV () = t=y) AVt (1) = t=x))

Abstracteur

La définition usuelle de I'abstracteur ou classificateur relationnel est la
suivante:

% 5 oin X DRy, wen,)
S WVt Ey ¢ I, .. I, (t=<x), s x, >N b (x), .., x,))

en particulier: X dx =w WX Ey & dx=,, {x:dx}.

Remarquons qu’en logique paraconsistante on ne peut pas en général de x
€ y > ¢dx déduire x & y <> —dy; ou encore si ¢ = — s, de x € y ©
—{ix, on ne peut pas en déduire x & y <> .

Une idée serait alors de définir 1’abstracteur avec les deux clauses sui-
vantes (nous ne donnons la définition que pour les relations unaires):

1) Si ¢ n’est pas la négation d’une formule:

Xox =, {x: dx} S WV €y )N &y o —dy)
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2) Si & est de la forme —i:

X —x .
=g lxix} =4, w(x(x €y & =) N (x Ey © W)

L’ensemble de Russell » que nous écrirons {x : x & x} serait donc défini
comme suit:

r=,; Wi(x€y @ xE€)Nx&EYy ¢ x Ex).

Cependant quelle que soit 1a maniere dont on le définit, il meéne a une con-
tradiction.

Ce n’est pas le cas des ensembles non-circulaires; étudions un peu le cas
de I’ensemble non-circulaire d’anti-circonférence 2. Si nous définissons le
classificateur

¢ =4 (x; =3 x, @Ex, Ex, €1}
de la fagon suivante:

c=4 WrxxE€y e n3xx, xE€Ex, Ex, €EX)
ANxEye xx, ( xEx, Ex, EX))

alors on peut opérer le raisonnement suivant qui ne serait pas possible avec
la premiére définition du classificateur:

Supposons que ¢ € c, alors on obtient: —3x x, (¢ € x, € x, € c), mais
sil’on pose x, =cetx, =c, alors il résulte que: Ix,x, (cEx, Ex, E¢)
puisque ¢ € c.

Supposons a présent que ¢ €& c, alors on a: Ix ,x, (c € x, € x, € ¢))
doncx, EcEx, Ex,,ona: —3At, (x, €t, €Et, € x,) mais comme
x, Ec,ona: =3,L, (x, EL, EL, Ex,).

Donc en appliquant la loi du tiers-exclu, de I’existence de ¢ on en conclut
la contradiction:

I x; (CE X E x5 E)AIX; (CEX; E Xy E0)).

Cependant cette définition alternative de I’abstracteur meéne a la trivialisa-
tion si on 1’adopte en toute généralité (voir I’ Annexe), sans réduire drasti-
quement les postulats de la théorie des ensembles. Ici nous nous contente-
rons donc d’opter pour la forme usuelle. Mais alors, dans certains cas, on a
un dédoublement, puisque par exemple on peut définir un autre symbole J
en utilisant la seconde forme de I’abstracteur (qui nous donnera un résultat
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plus proche de la forme classique) qui n’est pas équivalent au symbole dé-
fini par la forme usuelle.

Par ailleurs, en général, étant donné une définition en théorie des ensembles
classique dans laquelle apparait —, il existe deux définitions correspon-
dantes en théorie des ensembles paraconsistantes, une avec la négation fai-
ble — et une avec la négation forte — . De maniére conventionnelle nous
utiliserons I'étoile pour le second type de définition; par exemple:

x & y est une abrévation de —(x Eyet
x & yestune abréviation de = (x € y),

de maniére similaire on a: x # yetx # " y, et donc
D=y {xix=x}etd =4 ={x:ix# yh

Dans les théories des ensembles paraconsistantes que nous allons étudier, il
n’y a donc pas un ensemble vide mais deux ensembles vides, ce qui illustre
la richesse de la paraconsistance qui est fertile méme dans le vide.
Remarquons cependant que la notion d’ensemble non-vide ne dépend pas
de cette ambivalence de la définition de I’ensemble vide, car comme on le

sait «x est non-vide» peut s’exprimer simplement par la formule «Iy(y €
X)».

3. Une théorie des ensembles paraconsistante de type NF

3.1. Lathéorie des ensembles de Quine NF i

Des détails a propos de NF se trouvent notamment dans [Quine 1953] et
[Rosser 1953]. Ici nous désignerons NF par NF; ses postulats logiques
sont ceux de la logique classique de premier ordre avec identité et ses pos-
tulats non-logiques sont les suivants:

(E) Extensionnalité: VitExEtEY S x=y
(SS) Séparation stratifiée: IyVx (x E y <> dx)
ol ¢ est stratifiée.
On démontre facilement que dans NF, on a:

WVEHE 3 & Tegry ix, (=5, s Xy DGRy Xy coeg X))

des lors que ¢ (x,, x,, ..., x,) est stratifiée si I’on attribue le méme type 2
Xis Xgy ey X
1? 2 ' n
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NF, posséde certains traits originaux. Par exemple, comme la classe de
tous les ensembles v est un ensemble, ’ensemble des parties de v est inclu
dans v, donc le théoréme de Cantor n’est pas valable en général. Par ailleurs
I’axiome du choix dans sa formulation usuelle est incompatible avec NF ,
comme I’a démontré Specker [Specker 1953]. La notion de paire ordonnée
peut étre définie de différentes maniéres, & la maniére de Quine (cf [Rosser
1953]) ou a la mani¢re de Kuratowski; c’est cette derniére que nous
adopterons.

3.2, Lathéorie des ensembles paraconsistante NF |
Nous présentons maintenant la théorie des ensembles paraconsistantes NF |,
basée sur la logique paraconsistante du premier ordre avec identité C

Le langage de NF | est le méme que celui de NF ; et ses postulats non-lo-
giques sont:

(E)  Extensionnalité: similaire a NF

(SS) Séparation stratifiée: similaire a NF

(SP) Séparation paraconsistante:
Ve, Vx, o ¥x (X n X, 2 E Y X X, > E x))
oul=i=n

L’axiome (SP) assure dans NF, I’existence de relations de Russell ¥ . 1
= i = n), en particulier I’ ex1stence de I'ensemble de Russell | | (ou pius
~simplement r) et on a le paradoxe de Russell généralisé: r, , Er, , A r,
€r,;,eten particulier r € r A r € r. Il est clair donc quc NF est incon-
sistante. La question qui se pose est de savoir si elle est non- tr1v1ale et nous
avons la réponse relative suivante:

Théoreme 1 Si NF est consistante, alors NF | est non-triviale.
Preuve. Voir [da Costa 1986].

4. Une théorie des ensembles paraconsistante de type Church

Dans 1’élaboration des théories paraconsistantes des ensembles, au lieu de
partir de NF, on peut utiliser ZF, le systéme de Zermelo-Fraenkel.

Dans la formulation usuelle de ZF, il n’y a pas d’ensemble universel,
I’existence d’un tel ensemble conduisant 4 une trivialisation du systéme
Toutefois A. Church a présenté une version de ZF avec un ensemble uni-
versel dont la consistance résulte de la consistance du systéme ZF usuel (cf
[Church 1974]).
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4.1. Lathéorie des ensembles de Church CHU ,

Nous commencerons par décrire le systtme de Church que nous désigne-
rons par CHU ;. Le langage de CHU ;, est le méme que celui de NF et il
n’y a aucune difficulté a définir les notions fondamentales de la théorie des
ensembles contextuellement, par exemple au moyen du classificateur, lui-
méme défini contextuellement. Nous pouvons ainsi définir les notions sui-
vantes:

— ensemble transitif: trans (x) =, Vy(y Ex = y Cx)
— ensemble connexe:
connex (x) = def Vv (u,vEx > U EVYVE Uy u=v))
— ensemble régulier:
reg (x)=,, @G EX) > HNUEXNINXx=0)
— ordinal: ord (x) = = sy trans (x) /\ connex (x) /\ reg (x).

Les postulats non-logiques de CHU ;, sont les suivants:

— (EXT) Extensionnalité, (PAI) Paire, (UNI) Union, (INT) Intersec-
tion, (INF) Infini, (PAR) Parties,
— (SEP) Séparation, (SUB) Substitution, (COM) Complément.

Tous ces axiomes, sauf les trois derniers, sont similaires aux axiomes de la
version standard de ZF.

(COMP) affirme I’existence du complément d’un ensemble: uVx (x € u
<> x & y); la forme churchienne de I’axiome de substitution nous dit que
I’image par une fonction (définie par une formule) d’un ensemble régulier
est un ensemble et enfin la forme churchienne de I'axiome de séparation
s’énonce comme suit:

reg (z) = IyVx (x Ey > x € z A dx/\ (yn’est pas libre dans ).

Dans CHU , on démontre le théoréme de Cantor pour les ensembles régu-
liers, par contre étant donné 1’axiome (COM), le complément d’un ensem-
ble est toujours un ensemble.

4.2. La théorie des ensembles paraconsistante CHU
La théorie CHU, que nous allons introduire est par rapport a CHU ce
qu’est NF | par rapport 2 NF ;. C’est une théorie paraconsistante dans la-
quelle il y a des 1nconsnstances bien qu’apparemment elle ne soit pas trivia-
le. La logique sous-jacente & ZF | est également C |

Les postulats de CHU , sont les mémes que ceux de CHU ; mis a part que
I’on remplace la negatlon par la négation forte, mais que I’ axmme (COMP)
est conservé a coté de 1’axiome (COMP)~ (3 (y:y & x} qui assure



THEORIES PARACONSISTANTES DES ENSEMBLES 59

I'existence d’un complément fort et que I’on ajoute le postulat supplé-
mentaire (SP) qui nous assure ’existence des relations de Russell.

De méme que dans le cas de NF |, il est clair que CHU , est inconsistante
etl'on a:

Théoréme 2 Si CHU |, est consistante, alors CHU, est non-triviale.
Preuve. Voir [da Costa 1986].

5. Propriétés de I’ensemble de Russell

En utilisant des propriétés trés faibles de la négation, on peut démontrer une
série de résultats trés intéressants concernant I’ensemble de Russell, qui
sont valables aussi bien dans NF | que dans CHU ,.

Théoreme 3 (Arruda) ...§0 (0 () C § () Cr
Preuve.
(1) p(NCr
Six € g (r), alors x C r.
Six € x,donc x € r;six & x, par définition de r, x € r.
(2) (P EC PO
Six € @ (2 (r), alors x C  (r), donc par (1), x C r, donc x € r.
(3) Et ainsi de suite.

Lemmes
M xer—>{x}Er
@) x,ye€r—>{x,y}Er

Preuve.

(1) Si{x} & {x}, alors {x} € r. Si {x} € {x}, alors x = {x}, donc {x} €
r.

(2) Si{x,y} & {x,},alors {x, y} € r. Etsi {x, y} € {x, y} alors {x, y}
=xou {x, y} =y, donc dans un cas comme I’autre, par hypothese, {x, y} €
{x, y}. En appliquant la loi du tiers-exclu on en conclut que {x, y} € {x, y}.

Théoréme 4 (Arruda-Batens) Vx ({{x, r}} € r)

Preuve. Si {{x, r}} & {{x, r}}, alors {{x, r}} € r. Si {{x, r}} € {{x, r}},
alors {{x, r}} = {x,r}, donc x = r, comme r € r, on a: x € r, donc en
utilisant les lemmes: {x, r} € ret {{x, r}} Er.
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Théoréme 5 (Arruda-Batens) Ur =v

Preuve.

Supposons {x, r} & {x, r}, alors {x, r} € r, donc x € Ur. Supposons
maintenant {x, r} € {x, r}, alors {x, r} =x ou {x, r} = r. Dans le second
cas comme r € r, {x, r} € r et donc x € Ur. Dans le premier cas on en dé-
duit d’abord que {{x, r}} = {x}, et de par le théoréme précédent {x} € r,
donc x € Ur.

Corollaire U"r,  =v

Corollaire Dans NF |, r n’est pas cantorien.
En ce qui concerne la définition d’ensemble cantorien voir [Rosser 1953].

Comme pour tout x, {{x, r}} € r, on peut introduire une nouvelle relation
d’appartenance définie comme suit:

{{x.r}} € {{y.7r}} & x€EYy.

Ainsi r ,apparait comme une sorte de «modele interne». Par ailleurs r con-
tient N " (les entiers), @°, R", C”, les ordinaux et les cardinaux (toutes ces
notions étant construites avec la negation forte).

Théoréme 6 (da Costa) .
xCr—o>x€Er HOYENDANYEN NG F 1)

6. La nouvelle dimension de la relation d’appartenance

6.1. Propriétés fondamentales
En utilisant les propriétés de la logique paraconsistante C| (en fait princi-

palement les propriétés de la logique propositionnelle C,) on montre facile-
ment le résultat suivant:

Théoréme 7 Dans ZF | et CHU | on démontre:
VaVy (=" (xGEy)v(xEy/\ery)v(xGE y)

Intuitivement, le théoréme précédent signifie qu’étant donné les ensembles
x et y quelconques, on a I’une des trois situations suivantes:

(1) xappartientay

(2) x appartient a y et x n’appartient pas a y

(3) xn’appartient «pas du tout» a y
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La situation (2) peut étre interprétée comme une indétermination, que ce
soit le «flou» de la logique floue, ou bien un analogue a la troisi¢me valeur
de la logique trivalente. En ce qui concerne cette seconde possibilité voir la
sémantique trivalente non-vérifonctionnelle fournie pour C, dans [Béziau
1990] qui s’adapte facilement a cette situation.

Comme pour le théoreme précédent, en utilisant les propriétés de la logique
paraconsistante propositionnelle on a les théorémes suivants:

Théoréme 8 Dans ZF | et CHU on démontre:
(xE€y)° - ((xEy)/\ = (xeiy))v((xe?éy)f\(xéf ¥)
xEY) 2 ((xEy) > x& y)

Ces propriétés sont vraies pour n’importe quelle relation binaire R d’une
théorie de premier ordre construite sur la base de la logique paraconsistante
C, et illustrent le fait que la logique paraconsistante fait intervenir un nou-
veau concept de relation qui étend et amplifie I’ancien.

Nous rappelons que dans C; on a une négation forte — " qui jouit de toutes
les propriétés classiques et que la logique classique est traductible dans C;
au sens suivant: si dans une formule ¢ on remplace la négation faible -
par la negatlon forte —  obtenant de la sorte la formule transposée ¢
alors si ¢ est un théoréme dans la logique classique sa transposée est un
théoréeme de C |, de plus si I est un ensemble de formules et ' I’ensemble
transpose obtenu en remplagant chaque formule de I' par sa transposée
alors si ¢ est déductible classiquement de T', d) est déductible dans C | de
i

Théoréme 9 Si & est déductible de I dans NF , (respectivement CHU )
alors & est déductible de T dans NF, (respectlvemem CHU,).
Preuve. Voir [da Costa 1986].

De méme on peut facilement adapter les théorémes célebres (Godel,
Church, Tarski) a NF, et CHU, (voir [da Costa 1971]).

Ce dernier théoréme nous dit que, en quelque sorte NF, (respectivement
CHU ) est plus forte que NF , (respectivement CHU (), a]ors méme que la
loglque C| sous-jacente est d’une certaine fagon plus falble que C;. (Ence
qui concerne I’éclaircissement de cet apparent paradoxe et d’autres similai-
res relatifs a la comparaison des logiques, voir [Béziau/Tsuji 1997]).
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Théoréeme 10 Dans ZF, et CHU  on démontre: .
Vxdy (x # " y) Hxay(xi y) - VaVy(x=y) x# x—>d
Ax, .. Ix, (A (x, Fx)NEx EvALAX, EV),nEN- (0},
l=i#j = n
VaVy (x=y)° = — Hx(x # Xx)

VaVy x=y)° = — "Iy x=yAx#y)
@=0° > =" (x#xD)  G=P°Ao(x=y)° b

Ces résultats s’obtiennent facilement a partir des théorémes précédents.

Théoréme 11 (Wertheyser) Dans ZF, et CHU | on démontre Ty (x =y)°

Preuve. Supposons que — "AxTy (x v)°, alors VxVy—" (x = y)°, donc
- (x=y)° donc ——(x =y A x # y), donc x = y, donc VxV‘y (x =y).
Mais comme — VxVy (x = y) (cf théoreme précédent), donc — — Elely
(x=y)°, donc IxIy (x = y)°.

De fagon similaire on démontre aussi Vx3y (x = y)°.

6.2. Quelques caractéristiques de I’opérateur Nabla
Jusqu’a présent les propriétés de la négation paraconsistante que nous
avons évoquées sont essentiellement celles ayant trait & la négation forte et
a la loi du tiers-exclu, c’est-2-dire en fait ce que nous avons dit concerne
fondamentalement les propriétés du sous- systeme C; de C | (voir a ce sujet
[Béziau 1991]). Cependant la négation de C7 a des proprnetes supplémen-
taires qui sont données par les postulats de préservatlon et qui dans le cas
de la théorie des ensembles nous apportent des informations supplemen—
taires sur la relation entre le complément, I’intersection et 1’union de deux
ensembles.

Tout d’abord commengons par fixer diagrammatiquement les idées rela-
tives au complément d’un ensemble. Etant donné un ensemble e et un sous-
ensemble a de e, on a:

- le complementalre classique de a dans e:
={xEe;x& a}
- le complémentaire relatif de a dans e:
a={x€ex&al.
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On peut se représenter la situation par le schéma suivant:

la
zone d'inconsistance de a

Va

intérieur de a

Q1

L’intérieur de a, Va, étant défini comme {x :x & @ }, et la zone d’incon-
sistance de a, la, comme {x : x Ea A x & a).

Ce qui est intéressant c’est que les axiomes de préservation de C| con-
cernant les connecteurs /A et \/ (& savoir ¥° A ¢° — (U A d)° et §° A $°
— (U v $)°) permettent d’expliciter ou sont situés les intérieurs de a N b et
a U b par rapport aux intérieurs des deux ensembles a et de b.

En fait on a les résultats suivants:

Théoréme 12 (Béziau)
VanVb CV (a nb)est équivalent 2 a® N b° C (a N b)°
Van b CV(anb)estéquivalent 2 a® C (a N b)°
a NVb C V (a N b) est équivalent & b° C (a N b)°
ona°={xEe;x€anayl.
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Preuve. Adaptation directe des résultats de [Béziau 1995] (en utilisant la
notion de définition contextuelle).

Il est facile de voir que V (a N b) C a N b. Nous avons donc la figure sui-
vante qui nous indique comment se situe V (a N b). Dans une théorfé des
ensembles paraconsistante ayant pour base la logique C;, la zone E4 est
comprise dans V (a N b) et si ’on utiliéa la place de C| la logique renfor-
ceeCy * (voir [Béziau 1990]) la zone y est comprise de surcroit:

—1 =

Des résultats comparables peuvent étre obtenus relativement 2 ’union de
deux ensembles.

Ces résultats peuvent également s’étendre aux unions et intersections in-
finies si I’on utilise cette fois les postulats de préservation concernant les
quantificateurs (a savoir Vx¢°x — (xdx)° et Vxp°x — (Vxdx)°) qui
nous permettent de déduire dans C|: —(Vxdx) — Ix—dx et —(Vx—dx)
— xdx. Et dans la logique paraconsistante de premier ordre CT ", qui est
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obtenue avec les postulats suivants: Jxp°x — (Fxdx)° et Ixd°x —
(Vxdx)°, on a en outre: — (Ixdpx) = Vx—dxet mIx—dx — Vxdx, ce
qui nous permet d’obtenir des propriétés supplémentaires sur les unions et
les intersections infinies.

On peut essayer d’analyser le comportement de I’ensemble r de Russell a
I’aide de ces notions, on a ainsi les résultats suivants:

Théoréeme 13 l?ans ZE et CHU on a’émontrei: . .
Viulrur =v Vrnlr= rnr =@ Vrnr =
relr Ix(xE!r)

*

Remarque: tous ces résultats, sauf les deux derniers, valent pour un ensem-
ble quelconque a.

Théoreme 14 (da Costa) Dans ZF | et CHU, on démontre (v € v)°F v €
Vr.

On démontre le méme résultat pour v, ., =v, - {n} (v, =v), et pour tout a
tel que a € a.

Annexe sur le classificateur et la paraconsistance

Lemmes
(1) Sixn’est pas libre dans la formule &, alors 3 X &.
(2) Sidxdet IxP,alors: Xb= XY = (M (Xd) & M (X))

Preuve.
(1) Ona v — . Si b, alors ¢ > x=xet Xb= X (x=x)=v,donc
Axd.Si —d,alors b > x# xet Xb=X(x# x)=T , donc Axd.
(2) Evident de par les propriétés de I'identité et les définitions du de-
scripteur et du classificateur.

Théoréme (da Costa) Le schéma (AN) 3Jxd = (Vx(x & Xd < —d)
trivialise NF | et CHU ,.

Preuve. Supposons que & <> s et que x ne figure pas libre dans ¢ et 1,
alors par le lemme 1: 3 X, Xy et Xb = X Donc par le schéma (AN): x
& X <> —od, et par le lemme 2: x € ¢ <> x & X, et comme par
(AN)onax & Xy <> =, il résulte que —dp <> —.

Mais R. Sylvan a démontré (cf [Sylvan 1990]) que si I’on rajoute la régle
¢ & ¥/ —d & —aC, on obtient la logique classique, donc le schéma
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(AN) trivialise NF | et CHU, puisque I’axiome (SP) est évidemment trivial
en logique cla331que

Si nous voulons utiliser (AN) dans NF, ou CHU , il faut lui imposer des
restrictions convenables. Il y a plusieurs solutlons possibles:

S1) Limiter (AN) au cas ou x ne figure que symboliquement dans 1’ab-
straction X &. Cette solution est problématique car:

b (dAx=xet Xb=X (b Ax=1x).

S2) Restreindre (AN) au cas ou ¢ appartient a une certaine catégorie de
formules, par exemple les combinaisons booléennes de formules atomi-
ques, ou exiger que ¢ soit stratifiée.

S3) Dans certains cas particuliers, comme par exemple le cas de I’en-
semble vide, supposer que les abstractions définies soient «normales»:

Nor (Xxd) = def VX (x & xb & —d).

Remarquons enfin que le schéma suivant est néanmoins théoréme de NF,
etde CHU :

Aid o> (Vx(x & i & o).
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