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THEORIE DE LA VALUATION

Newton C.A. da COSTA
Jean-Yves BEZIAU

Résumé

On montre que les logiques vérifiant les lois d'identité et de coupure in-
finies (logiques normales) ont une sémantique bivalente adéquate
constituée par les fonctions caractéristiques des théories closes
(sémantique de l'évaluation). Si de plus ces logiques sont compactes
alors on peut prendre la sémantique bivalente constituée par les fonc-
tions caractéristiques des théories saturées (sémantique de la valuation).
Cette sémantique est minimale et donc comme toute théorie maximale
est saturée, la sémantique constituée par les fonctions caractéristiques
des théories maximales s'avére caduque si elle se différencie de la
précédente. On introduit ensuite la notion de calcul, c'est une logique
définie a partir des notions de régles et de démonstrations. La définition
la plus simple correspond aux calculs de Hilbert. Les calculs de Hilbert
sont en fait des logiques normales et réciproquement. Une définiton
plus complexe donne lieu aux calculs de Gentzen dont les calculs de
Hilbert sont des cas particuliers. Si on considere I'ensemble des appli-
cations 2 valeur dans {0, 1} respectant les régles engendrant un calcul
on s'apergoit qu'une telle sémantique (sémantique de la révaluation) est
saine et méme qu'elle coincide avec la sémantique de 1'évaluation dans
le cas de reégles de Hilbert.

Tout ces résultats concernent des logiques dont la nature des objets
n'est pas spécifiée. On définit & présent différents ensembles d'objets
qui seront les domaines de logiques particuliéres. On présente ensuite
une série de calculs correspondant & ces différents langages. De
maniere unitaire et progressive on prouve les théorémes d'adéquation
en appliquant les résultats généraux de la premiére partie : de la logique
implicative propositionnelle classique jusqu'a la logique classique d'or-
dre supérieur, en passant par la logique propositionnelle quantifiée et la
logique infinitaire. On s'intéresse ensuite a la question de la vérifonc-
tionnalité : une logique vérifonctionnelle est une sous-logique d'une
version de la logique classique et un ensemble de régles engendrant un
calcul vérifonctionnel est contenu dans un ensemble de régles engen-
drant une version de la logique classique. Pour finir on traite du prob-
1éme de la décidabilité : une logique est décidable si elle l'est par la
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méthode des tables de vérité qui est une généralisation de la méthode
classique.

Qu'est-ce que la theorie de la valuation ?

La logique mathématique s'est depuis un siécle développée en une multi-
plicité de systémes. L'idée qu'il existe une et une seule logique, telle la
logique classique, parait naive devant la richesse de ces constructions, de
méme qu'il serait naif de penser qu'il existe une et une seule algebre, telle
la théorie des groupes. Cependant il n'est pas absurde de penser que cette
multiplicité puisse étre subsumée par un cadre conceptuel, sorte de logique
universelle, de méme qu'il existe une algébre universelle.

La théorie de la valuation fait partie de cet effort d'édification d'une
logique universelle.

La sémantique est une fagon simple d'envisager une notion de déductibil-
ité. Les idées de départ sont le vrai et le faux. On dit qu'une formule F est
déductible d'une théorie T lorsqu'a chaque fois que 7 est vraie dans une in-
terprétation, F l'est aussi. Interpréter une formule consiste 2 lui attribuer
une signification, or on sait depuis Frege que la signification d'une proposi-
tion (une formule n'est rien d'autre qu'une proposition abstraite) est soit le
vrai, soit le faux. Une interprétation est donc une application de 1'ensemble
des formules dans un ensemble & deux valeurs (d'ou le terme valuation) que
l'on conviendra, pour des raisons de simplicité, de considérer comme étant
0 et 1. On appelle sémantique bivalente un ensemble d'intérprétations. La
théorie de la valuation concerne I'étude de la logique du point de vue des
sémantiques bivalentes.

Dans [2] on a montré que toute sémantique est réductible 4 une séman-
tique bivalente confirmant ainsi la justesse de la these de Frege et confir-
mant l'aptitude de la théorie de la valuation a servir de théorie générale de
la logique. Ce résultat peut paraitre étonnant, voire méme paradoxal, il l'est
moins si on songe que sémantique bivalente ne veut pas nécessairement
dire sémantique bivalente vérifonctionnelle.

Ici on s'intéresse a des sémantiques bivalentes d'un genre particulier. Si
I'on étudie les sémantiques bivalentes habituelles on s'apergoit qu'elles cor-
respondent a I'ensemble des fonctions caractéristiques des théories maxi-
males (du point de vue de la relation de conséquence sémantique). En fait
les interprétations sont les théories maximales et vice-versa. La notion de
conséquence sémantique engendrée par la notion d'interprétation se refléte
d'un point de vue purement déductif. Si nous avons a faire 2 une relation de
conséquence quelconque on peut donc songer raisonnablement A obtenir
une sémantique naturelle en considérant les fonctions caractéristiques des
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théories maximales. Telle est 1'idée développée ici en long et en large, raf-
finée, détaillé et généralisée.

Cette idée n'est pas entiérement nouvelle, loin de 13, puisque nous pou-
vons en faire remonter l'origine au fameux lemme de Lindenbaum, cepen-
dant elle n'a jamais été exposée en pleine lumiére et de fagon systématique.

D'autres travaux [15][16][17][27][28][29]1[30][31] ont un rapport plus ou
moins lointain avec la théorie de la valuation. Concernant les connexions
de la théorie de la valuation avec d'autres techniques, son développement,
sa signification, sa place au sein de la logique, sa spécificité et son origi-
nalité, nous renvoyons le lecteur intéressé a notre article ‘La Théorie de la
Valuation en Question’ [8] qui fait le point sur toutes ces questions. Le but
du présent exposé est avant tout technique..

Les résultats de la premiére sous-partie se trouvent déja soit dans [2], soit
dans [12], nous en donnons ici une présentation nouvelle, adaptée 2 la
présente exposition et la rendant autonome.

Premiere Partie : Resultats Generaux

1. Adequation

Préliminaire Conceptuel : logique et Sémantique Bivalente

Une logique & est une paire < ; H—> ol ¥ est un ensemble, appelé do-
maine de la logique (on appelle formule un élément F' du domaine et
théorie un ensemble T de formules) et ou k- est une relation sur P(3)XF
dite relation de déductibilité.

Une semannque bivalente B pour une logique £ = < ; F— >est une paire
<B;—> ot B est un ensemble d'applications de & dans {0,1} appelé
univers de la sémantique et od |- est une relation sur P(%)X?g dite rela-
tion de conséquence sémantique, définie de la fagon suivante: T F ssi
pour tout beB,sib(T)=1 (ie b(G)=1 pour tout GeT) alors b(F)=1.
Dorénavant on entendra par sémantique, sémantique bivalente.

Une sémantique ‘B <[B; k> est dite adéquate (resp saine, compléte)
pour une logique £=<%: b->ssi THF&THF THF=
TI-—F T!—F = Tl—F On dit ¢ qu'une sernanthue B contient une $éman-
tiqie B s§i I'univers de B contient celui de B*. Si B contient B* alors
T—F= TI—F Donc si une sémantique est saine pour une logique &,
toute semanthue qu'elle contient l'est aussi et si une sémantique est com-
plete, toute sémantique qui la contient l'est aussi.



98 NEWTON C.A. DA COSTA AND JEAN-YVES BEZIAU

Logique Normale et Normale Compacte
Une logique est dite normale ssi T F&[T'—G  pour tout
GeT=T'—F]|T. Une logique est dite normale compacte ssi de plus
T—F = [il existe une sous théorie finie To de Ttelle que Tot— F ].
Il'y a bien d'autres fagons de définir ces logiques, notamment par I'opéra-
teur de Tarski (voir [32] et [33]); remarquons simplement qu'une logique
est normale ssi FeT=THF (loi d'identité infinie) et
[T+ Fpourtout Fe T'&T'+— G]= T+ G (loi de coupure infinie).

Saturation, (E)valuation

Une théorie T d'une logique & est dite T™-saturée ssi pour toute Fe T’
T't/¢—F etsilorsque G ¢ Talors TU{G}— Fpour une formule F de
T". Une théorie T est dite faiblement saturée ssi il existe T telle que T est
T-saturée et saturée ssi il existe F tel que Test {F}-saturée.

Si I'on appelle une théorie close une théorie telle que les formules qui en
sont déductibles lui appartiennent (la cléture d'une théorie quant 2 elle est
I'ensemble des formules qui en sont déductibles ; il est facile de voir que la
cloture d'une théorie est close) on constate que les théories faiblement sat-
urées sont closes et vice versa. Du point de vue de cette terminologie on
remarquera que la théorie ¥ est close. On notera également qu'une séman-
tique qui contient la fonction constante sur 1 a méme relation de con-
séquence que cette méme sémantique sans elle.

On appelle évaluation (valuation) une application de % dans {0,1} qui
est la fonction caractéristique d'une théorie faiblement saturée (saturée). La
sémantique de I'évaluation (la valuation) d'une logique & est la sémantique
bivalente dont l'univers est constitué par l'ensemble des évaluations
(valuations) de &£.

Théoreme 1. La sémantique de l'évaluation d'une logique normale est
adéquate.

Preuve. Si T¥_F alors soit e la fonction caractéristique de la clture de T
ona e(T)=1¢f e(F)=0, ce qui regle I'affaire de la complétude. Pour la
santé, soit e telle que ¢(T)=1 et e(F)=0 considérons
Te={GeF;e(G)=1} alors TcTe donc Tel—H pour tout HeT et
Tk _F car Te est close, puisque € est normale (on utilise en fait seulement
la 161 de coupure infinie) on a donc T I»‘(NPF .

Théoreéme 2. La sémantique de la valuation d'une logique normale com-
pacte est adéquate.

Ce théoréme est une conséquence immédiate du précédent si l'on con-
sidere le résultat suivant, qui est une certaine forme de ce que l'on appelle
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le lemme de Lindenbaum : dans une logique normale compacte pour qu'il
existe une extension F-saturée de T il suffit que F ne soit pas déductible de
T. La démonstration de ce résultat se fait par application du lemme de Zorn
(cf [33] ou [2]), il a méme été démontré que cette proposition lui était
équivalente [11].

La compacité est une condition suffisante pour que la sémantique de la
valuation soit adéquate pour une logique normale. Ce n'est cependant pas
une condition nécessaire. Il y a des logiques non-compactes dans lesquelles
il suffit que F ne soit pas déductible de T pour que T ait une extension F-
saturée (cf [2]).

Proposition 3. Si une sémantique contient la sémantique de la valuation
d'une logique normale compacte L elle est compléte et si elle est contenue
dans la sémantique de l'évaluation de £ alors elle est saine.

Preuve. C'est immédiat.

Proposition 4. Si une sémantique est saine pour une logique normale £
alors elle est contenue dans la sémantique de l'évaluation de £ (cette sé-
mantique est, en ce sens, maximum).

Preuve. C'est immédiat.

Théoréme 5. Si une sémantique est compléte pour une logique normale £
alors elle ne peut étre contenue strictement dans la sémantique de la valu-
ation de ¥ (cette sémantique est, en ce sens, minimale).

Preuve. Voir [2].

Théorie Maximale
On dit qu'une théorie T est maximale ssi elle est non-triviale (ie il existe
une formule F qui n'est pas déductible de 7) et n'est contenue strictement
dans aucune autre théorie non-triviale.
Il est facile de voir que si une théorie est maximale alors elle est saturée;
dans le cas de la logique classique l'inverse est également vrai si bien que
ces deux concepts coincident. En fait si on peut définir une négation clas-
sique dans une logique alors toute théorie saturée est maximale.

En logique classique la notion de théorie close complete est également un
troisiéme concept identique aux deux précédents.

On pourrait songer 2 envisager la sémantique dont l'univers est constitué
par I'ensemble des fonctions caractéristiques des théories maximales mais
du fait de la minimalité de la sémantique de la valuation cette sémantique
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n'est pas complete dans le cas ol il existe des théories saturées non-maxi-
males.

2. Calcul

Regle et Démonstration

Les concepts fondamentaux liés a la notion de calcul sont ceux de régle et
de démonstration.

Une régle sur un ensemble de formules 3% est une paire R=<T;F>ou T
est une théorie dont les éléments sont appelés prémisses de R et ol F est
une formule dite conclusion de R.

Une démonstration d'une formule F dans une théorie T relativement a un
ensemble de régles M. est une suite (trans)finie de formules dont la derniére
est F et donc chaque terme, soit appartient a 7, soit est la conclusion d'une
regle dont les prémisses la précédent. On écrira T +—F pour signifier qu'il
existe une telle démonstration. :

Calcul de Hilbert
Un calcul de Hilbert est une logique & =<F;H—> telle qu'il existe un en-
semble de régles R sur % vérifiant T —=F ssi fITF A

Proposition 6 Pour qu'une logique soit normale il faut et il suffit que ce soit
un calcul de Hilbert.

Preuve. Dans un calcul de Hilbert il est clair que la loi d'identité infinie est
valide, en ce qui concerne la loi de coupure infinie il suffit de mettre bout &
bout les démonstrations de G dans T pour G appartenant & T' avec celle de
F dans T" pour obtenir une démonstration de F dans T.

La réciproque est immédiate si 1'on prend comme ensemble de régles
toutes les paires <T;F> telles L=k

Calcul de Gentzen

On appelle bithéorie une paire de théories.

Dans une régle de Gentzen les prémisses et la conclusion sont des
bithéories. Une régle de Hilbert peut donc étre vue comme une régle de
Gentzen sans prémisse dont la conclusion est une bithéorie dont le deux-
itme membre est un singleton.

Une démonstration de Gentzen d'une formule F dans une théorie T rela-
tivement a un ensemble de régles de Gentzen est une suite de bithéories
dont la derniere est <T;{F}> et donc chaque terme est la conclusion
d'une régle de Gentzen dont les prémisses la précedent.
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On définit sans surprise la notion de calcul de Gentzen.

Rapports entre les calculs de Hilbert et de Gentzen

D'aprés la proposition précédente on voit que si un calcul de Gentzen est
une logique normale alors c'est un calcul de Hilbert. Nous allons montrer a
présent que les calculs de Hilbert sont des calculs de Gentzen. La ré-
ciproque est fausse, il est facile en effet de trouver des calculs de Gentzen
qui ne sont pas des logiques normales (voir par exemple [14]).

Proposition 7. Tout calcul de Hilbert est un calcul de Gentzen.

Preuve. Ce résultat s'obtient trivialement en prenant comme ensemble de
regles de Gentzen, les régles du type <@;<T;{F}>> avec <T;{F}>
telle que T t-F o ¥ est le calcul de Hilbert en question. 7+ F constitue
elle-méme une démonstration de Gentzen de F dans T'si Tf—F. D'autre
part si on a une démonstration de Gentzen de F dans T alors on voit que la
derniére regle de Gentzen utilisée ne peut étre que < ;< T;{F}>> et que
donc T TF .

Calcul et logique normale compacte

Appelons régle finitiste une régle dont les prémisses sont en nombre fini,
dans le cas d'une régle de Gentzen il s'agit d'une régle ou en outre les
bithéories qui la composent sont des paires de théories finies.

Un calcul de Hilbert (de Gentzen) r-finitiste est une logique
L =< ;> telle qu'il existe un ensemble de régles (de Gentzen) finitistes
R sur F vérifiant T—F ssi THF.

Les calculs de Gentzen r-finifistes sont des logiques compactes (et ré-
ciproquement), ce n'est pas le cas pour les calculs de Hilbert. Par contre si
I'on ne considere que des démonstrations finies alors un calcul de Hilbert
est une logique (normale) compacte mais ce n'est pas vrai pour les calculs
de Gentzen.

En modifiant quelque peu les définitions on peut cependant considérer
des calculs de Gentzen compactes qui ne sont pas r-finitistes et des calculs
de Hilbert compactes admettant des démonstrations infinies.

Soit un ensemble R de régles (simples ou de Gentzen), on écrira T —F
pour signifier qu'il existe T o finie inclue dans T telle que To+—F. v

Un calcul de Hilbert (de Gentzen) finitiste est une logique $=< Fi—>
telle qu'il existe un ensemble de régles (de Gentzen) R sur 3 vérifiant
T IQ—QF ssi T I-E—F . Les calculs finitistes sont donc trivialement compactes.
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Calcul et (R)évaluation

Une révaluation r est une fonction bivalente 2 valeur dans {0, 1} respectant
les régles engendrant un calcul. C'est-a-dire que si r donne la valeur 1 2
toutes les prémisses d'une régle alors  doit donner la valeur 1 également a
la conclusion de la régle.

Dans le cas d'un calcul de Gentzen ou les prémisses et la conclusion sont
des bithéories, on donne la définition suivante: (<T1; T2>)=1 ssi [(T1)=1
= il existe FeT2, (F)=1].

Une sémantique de la révaluation hilbertienne (gentzenienne) d'un calcul
est une sémantique bivalente dont l'univers est constitué par un ensemble
de toutes les révaluations relatives 4 un ensemble de régles de Hilbert (de
Gentzen) engendrant ce calcul.

Théoréme 8. Une sémantique de la révaluation d'un calcul est saine.

Preuve. On étudie seulement le cas le plus difficile, celui des sémantiques
gentzeniennes.

On va prouver un résultat légerement plus général, a savoir que si une
bithéorie est un terme d'une démonstration, alors sa valeur est 1 pour toutes
les révaluations de cette sémantique.

La preuve se fait par récurrence sur la position de cette bithéorie dans une
démonstration. Le cas initial ol la position est 1 est trivial, voyons le cas
ot la position est ¢ Cette bithéorie est la conclusion d'une régle dont les
prémisses la préceédent. Par hypothése de récurrence les prémisses de cette
regle sont telles que leurs valeurs pour toute révaluation est 1, donc par la
nature méme des révaluations la valeur de la conclusion est 1 pour toute
révaluation.

Pour démontrer qu'une sémantique est saine pour un calcul normal en-
gendré par un ensemble de régles il suffit donc de démontrer que les élé-
ments de l'univers respectent les régles. Nous allons améliorer ce résultat
par le théoréme qui suit. Il nous faut auparavant une nouvelle définition.

On appelle expansion d'une régle R de la forme
R=(<TLT>, ..., <To;Ta'>...;< T;T'>)

une regle R$ de la forme
R$=(<TIUXL;TI'UXI'>, .., < TauTo; Ta'uTa's, ...,
<TuXlu..uXau..;T'UXl'u..VXa'u..>).

Théoreme 9. Soit R une régle sur un ensemble de formules 5§ et b une ap-

plication de 3§ dans {0,1)}, si b respecte R alors b respecte toute expansion
de R.
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Preuve. Supposons que b ne respecte pas l'expansion R$ d'une régle R
qu'elle respecte, alors b donne la valeur 1 a chacune des prémisses de RS et
0 a la conclusion de RS.

Si b donne la valeur 0 2 la conclusion de R$ on a:

b(F)=1pourtout FeTu XIu...uXau...

et

b(F)=0 pour tout Fe T'UX1l'u...uXa'
on voit donc que b donne la valeur 0 a la conclusion <T; T'> de R.

Si b donne la valeur 1 & une prémisse < Ti w Xi; Ti'UXi'> de R$ comme
b(F)=1 pour tout F € Xi et b(F)=0 pour tout F e Xi', il existe G € Ti telle
que b(G)=0 ou il existe G € Ti' telle que b(G)=1, donc b donne la valeur 1
a<Ti; Ti'>.

Comme b respecte R, b donne donc la valeur 1 4 la conclusion <7T; T"> de
R, ce qui est absurde.

Si un calcul est normal on déduit du théoréme 8 vue la proposition 3
qu'une sémantique de la révaluation est inclue dans celle de 1'évaluation.
On va voir que les sémantiques de la révaluation hilbertienne sont iden-
tiques a celle de 1'évaluation et que donc les sémantiques de la révaluation
hilbertiennes d'un calcul sont toutes les mémes.

Proposition 10. Une sémantique de la révaluation hilbertienne contient la
sémantique de l'évaluation.

Preuve. Soit T la théorie dont e est la fonction caractéristique; si e donne la
valeur 1 a toutes les prémisses d'une régle alors ces prémisses sont dé-
ductibles de 7, de par la loi de coupure infinie on en conclut que la conclu-
sion l'est aussi, comme T est close cette conclusion est dans T et donc e lui
donne la valeur 1.

Deuxieme Partie : Applications
1. Spécification du domaine

On va s'intéresser a des logiques dont les éléments du domaine sont des
objets d'un caractere particulier et on parle alors de domaine concret.

Ces particularités peuvent étre d'une grande variété; ici on tente de don-
ner une perspective tendant a uniformiser la présentation des logiques
usuelles.
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Neutron, Atome, Connecteur, Formule
On commence par considérer deux ensembles d'objets.

Le premier est un ensemble d'objets appelés aromes, obtenus a partir
d'objets plus fondamentaux, les neutrons. A chaque neutron est associé un
type. On construit maintenant I'ensemble des atomes. Les neutrons sont des
atomes (atomes simples). Si le type d'un neutron x est < 7,,..., T,...> et
Xy .es Xg, ... UNE suite de neutrons aux types correpondants alors
XxX,... X,... est un atorme.

Le second est un ensemble d'objets appelés connecteurs, chaque con-
necteur étant muni d'une arité, a savoir un certain cardinal x.

A partir de ces objets est engendré un ensemble de formules 2 'aide des

clauses suivantes:

1) les atomes sont des formules,

2) si F,..., F,,... sont des formules et k un connecteur d'arité con-

venable alors k( F), ..., F, ...) est une formule,

3) clause de minimalité.
Les domaines concrets que l'on prendra en considération seront constitués
de I'ensemble de ces formules ou d'une partie de cet ensemble, si le do-
maine est construit a partir d'atomes simples uniquement on parlera de do-
maine simple et de domaine complexe dans le cas contraire.

Quantification

Soit F une formule et x un neutron de type T apparaissant dans F, on note
Fly/ x] la formule obtenue a partie de F en substituant le neutron y de type
T 4 toutes les occurences de x dans F. F[y/x] est appelé une substitution
de F[x]. Soit une formule F on note F[] une suite de toutes les substitutions
de F[x] et k(F[ ]) 1a formule résultant de l'application du connecteur k d'ar-
ité de la cardinalité de l'ensemble des neutrons de type T a cette suite. De
telles formules sont appelées quantifications. Une quantification est rela-
tive 2 un connecteur et 4 un type correspondant au type des neutrons pour
lesquels se fait la substitution.

Logique (In)finitaire, Domaine Quantificationnel

Si tous les connecteurs sont d'arité finie, on parle de logique finitaire et
dans le cas contraire de logique infinitaire.

On peut considérer un domaine dont les seules formules infinies soient des
quantifications. C'est ce que I'on appellera un domaine quantificationnel
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2. Adequation : de la logique propositionnelle de l'implication pure a la
logique d'ordre superieur

Remarque liminaire

Tous les calculs auxquels on va s'intéresser sont des calculs de Gentzen
finitistes. Nous écrirons ces régles sous la forme intuitive habituelle, les
majuscules grecques désigneront des théories finies ou non. Chacun de ces
calculs sera vu comme engendré par deux sortes de groupe de régles, des
regles spécifiques que l'on précisera le moment venu et des régles com-
munes qui sont:

l'axiome d'identité:
I'—A lorsqueI" et A ont au moins un élément commun,
la régle de coupure:

—A A I A=A
I'T'—A A '

On vérifiera que des calculs engendrés par de telles régles sont bien des
logiques normales compactes.
On considére d'abord des calculs & domaines simples.

Calcul implicatif (implication classique)
On considére un calcul dont le domaine est constitué par I'ensemble des
formules construites 2 l'aide d'un seul connecteur binaire noté — et appelé
implication classique.

Les régles spécifiques de ce calcul sont:

—d
H—(F-G) A I,T, (F>G)—A A’

I''F—G, A I'—F, A I, GH— A'_)g

Nous allons montrer I'adéquation de la sémantique B dont l'univers B (—)
est défini de la fagon suivante:

B(—)={be{0,1}%; b[(F - G)]=15si b[F]=0 ou b[G] = 1}

i) On commence par montrer que B (—) contient I'ensemble V des valua-
tions.

Soit T telle que T+ (F — G), supposons que T— F, alors on obtient
T— G par la démonstration suivante :
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F—F, GG
TH(F - G) F,(F>G)—G
THF T,FFG_

TG

Soit 7, telle que T+ G, alors T, Ft— G donc T+ (F — G) par —a.

Soit T H-saturée telle que T—/-FetT—/—(F—>G), on a alors
T, F—HetT, (F— G)— H par la démonstration suivante on arrive i
I'absurdité T— H :

T,F\—H

T.F—GH_,

TH(F—>G) H T,(F>G—H
TH—H

[ii) Montrons maintenant que B(—) est contenu dans l'ensemble E des
évaluations. Vu les théorémes 8 et 9, il suffit de démontrer que chaque
élément de B(—) respecte les régles ci-dessus dépourvues de leur con-
texte, ce qui se voit d'un seul coup d'oeil.

D'apres la proposition 3, I'adéquation est démontrée, il est cependant in-
téressant de poser la question: B (—) est-elle minimale? ie Est-elle la sé-
mantique de la valuation de ce calcul? On va voir que la réponse est affir-
mative a un détail pres.

On constate que la fonction constante sur 1 appartient 4 B(—). Vu la
remarque faite initialement a son sujet, on peut la retirer sans dommage de
B (—) et obtenir B (=)’

ii1) Montrons maintenant que B(—) est contenu dans V.

Soit beB(—)", on va voir que Th={F; b[F]=1} est saturée. Comme b
n'est pas la fonction constante sur 1, il existe H telle que b(H)=0, ie telle
que H ¢ Th. Comme b respecte les régles, Th est close (théoréme 8) donc
Tbt—/—H . On va montrer que Tb est H-saturée. Considérons une formule
GeTb, on a b[H]=b[G]=0 donc b[(G— H)|=1, dod Tb— (G — H),
on en conclut 7b, GH— H.

En fait on a démontré que Tb est H-saturée pour une formule H quel-
conque non déductible de Th, ce qui veut dire que 7h est maximale
(supposons qu'il existe K et J telles que K¢Th et Th, K+—/—J, on a
donc Th, F—/—-J conséquemment Th est J-saturée et on conclut absurde-
ment que 7b, K+—J). Si T est saturée T est une Th on a donc démontré
que toute théorie saturée est maximale. On se convaincra facilement que
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cette conclusion ne dépend pas du fait que le calcul soit compacte ou non.
Ce résultat peut s'obtenir plus directement (cf[26]).

Calcul disjoncto-implicatif

Le calcul présentement considéré a pour domaine une extension du do-
maine précédent obtenu par l'entremise d'un nouveau connecteur binaire
v, on ajoute au calcul précédent les deux regles spécifiques suivantes:

I'—F, G A d I F—A F',GI—A'Vg

T'—(FvG) A LT, (FvG)—A A’

Soit B(v) défini de la fagon suivante:

B(v)= {b e{0, 1}%; b[(Fv G)|=1ssib[F]=10ub[G]= 1},
on va montrer 1'adéquation de la sémantique 8 dont l'univers B(— v) est
l'intersection de B (—) et B(v).

i) On montre en premier lieu que B (— v) contient V.

Pour toute théorie on a: si THF ou TG alors TH—F v G (on utilise v 4);
en ce qui concerne la réciproque supposons T H-saturée telle que
THFvG,TH-FetTH- G,onaalors:T, F—H et T, G —H on dérive
I'absurdité T —H comme suit:

LF-H EGH
TH(FvG) T,(FVG)—H
T—H

ii) Il est facile de voir que B(— v) est inclu dans E.

iii) Le fait que B (— v) soit inclu dans V résulte de la méme démonstration
que celle du iii) du cas précédent et on voit qu'il en sera de méme pour
n'importe quelle extension du calcul classique implicatif tel que B(—...)
soit inclu dans V.

Calcul de la négation classique
On considere le calcul dont le domaine est constitué par I'ensemble des

formules construites grice au connecteur unaire — et dont les seules régles
spécifiques sont:

F,Fl—,A_d l"I—F,A_‘g
I'—=F, A [L=FHA
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La sémantique dont nous prétendons démontrer l'adéquation a cette fois-ci
comme univers B (—), défini comme suit:

B(-)= {b e{0,1}%; b[F] :i ssi b[—F | = 0}.

1) VcB(-)
Supposons T +—F et T F——F, alors T est triviale comme l'indique la dé-
monstration suivante :

T—F

T —F Tk
TH— ‘
T—G

Soit T H-saturée, supposons T —/-F et TH/-—F alors T, F—H et T, —F
HH, on en tire T —H comme suit :

T,Fl—Hﬁd
Tr—=F, H T,—|FI—HC
T—H

ii) B(—) cE. C'est évident.
iii) B(=)cV.
Soit b e B (=), on voit qu'il existe H telle que b(H) = 0. On montre que Tb
est H-saturée. Soit G & Th, on a —G € Th; supposons Th, G /-H, il existe
donc d'apres i) b' tel que b'(Th, G) = 1, mais on a b(—=G) = 1 et b'(G) = 1,
ce qui est absurde.,

Th est saturée pour tout H, Th est maximale, comme tout T saturée est
une 7h on a montré que toute théorie saturée est maximale.

L'étude des calculs classiques disjoncto-négationnel, implicativo-néga-
tionnel, disjoncto-implicativo-négationnel se fait sans surprise.

Calcul implicatif de la semi-négation

On obtient également tous les résultats attendus pour le calcul implicatif
négationnel a droite dont le domaine correspond a ce que 1'on imagine et
dont les regles sont outre celles de la disjonction et de I'implication, celle
de la négation a droite. On prend dans ce cas pour univers de la sémantique
l'intersection de B (— v) avec B (—d) défini comme suit;
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B(~d)={be{0,1}%; si b{F]=0 alors b[—F] = 1}

Ces résultats valent aussi pour le calcul implicatif négationnel & gauche
dont on imagine ce qu'il est et quelle sémantique il a.

Ce qu'il faut remarquer, c'est qu'ici nous n'avons plus a faire 2 des séman-
tiques vérifonctionnelles.

Calcul infinitaire disjoncto-implicatif

On considere a présent un calcul infinitaire dont le domaine est une exten-
sion du domaine du calcul disjoncto-implicatif opérée par 1'ajout d'un con-
necteur \/ d'arité de la cardinalité de 1'ensemble des atomes et dont les re-
gles outre celles du calcul disjoncto-implicatif sont:

TH Fl, ey Fa, Y .1

d

\
Tl—(Fl vov F. v...),A

' FHA I' ,F —A
1 1 1 o o o Ve

B I (F] vev F. V...)}—A!, sos e

1

(pour des cardinalités convenables), et la sémantique considérée a pour

univers l'intersection de B(— v) et B(\/) ou ce dernier est défini comme
suit:

B(v)= {b e{0, l}g; b[(F! Veer Fa v)] =1ssi il existe un terme de
la disjonction Fi telle que b[F;] = 1}.

1) Pour obtenir le résultat désiré, on montrera le résultat suivant: si

l—(F1 VARV Fa v) et si pour tout terme FI_ de la disjonction Fr_ — H,
alors — H.

FH—H F —H
1 o v

|—(F1 v F, V) (F] Vv F. v...)l— H
—H |

ii} et iii) : évidents.
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Calcul quantificationel existentio-implicatif

On considére maintenant un calcul dont le domaine est une restriction de
celui du calcul précédent, c'est le domaine quantificationnel relatif aux
quantifications v (quantifications existentielles); les régles précédentes sont
restreintes au cas ou la suite F], - F_, ... estune suite substitutionnelle F
[].

On vérifie sans peine que tout fonctionne bien.

Calculs a domaine complexe
Les calculs a domaines complexes sont des cas particuliers de calcul A do-
maine simple, il s'ensuit que tous les résultats obtenus se généralisent au-
tomatiquement.

Une autre méthode, intermédiaire entre celle-ci et celle de Henkin, se
trouve exposée dans [5].
Remarque. Nous n'avons pas étudié ici de logiques dans lesquelles il existe
des théories saturées non maximales. Des résultats de complétude pour de
tels calculs, notamment la logique intuitionniste positive, obtenus en util-
isant une méthode similaire se trouvent dans [18] et [20]. Cette méthode a
également été appliquée aux logiques modales (cf [19]). Originellement
cette méthode a été utilisée pour donner une sémantique bivalente 2 la
logique paraconsistante C1 (cf [1], [6], [7] et [22]) qui ne posséde pas de
sémantique bivalente vérifonctionnelle ainsi que pour d'autres logiques du
méme style (voir [1], [3] et [23]). Nous allons justement étudier maintenant
le probléeme de la vérifonctionnalité et voir comment on peut la carac-
tériser.

3. Vérifonctionnalité

Fonction Connective, Extension par Définition et Equivalence

Pour tout connecteur k on définit une fonction f de ¥ dans ¥ telle que
f(F)=k(F) (une telle fonction est dite fonction connective primitive),
I'ensemble des fonctions connectives est la cléture par composition des
fonctions connectives primitives.

Si on a une fonction primitive connective non-primitive f on peut créer un
nouveau connecteur k et remplacer toutes les formules de % qui sont des
images de f par des formules du type k(F). On dira que la logique
%( f)=<&(f); —(f)> ainsi obtenue est une f-extension par définition de

On dit que &1 est une extension par définition de 22 ssi 21 est obtenue a
partir de £2 par une série de f-extensions par définition.
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Une logique 21 est dite sous-logique d'une logique L2 lorsque sa relation
de déductibilité est inclue dans celle de £2. Deux logiques sont dites
strictement équivalentes lorsqu'elles sont sous-logiques I'une de 1'autre, ie
leurs relations de déductibilités coincident et équivalentes lorsqu'elles ont
des extensions par définitions strictement équivalentes.

Fonction de vérité et sémantique vérifonctionnelle
On appelle fonction de vérité d'arité « , une application de
{0,1}" dans {0, 1}.

Une sémantique bivalente *B pour une logique £ dont les fonctions con-
nectives primitives sont f1,..., feo, ... est dite vérifonctionnelle ssi il existe
des fonctions de vérité fil,..., fve,... telles que l'univers de B soit
I'ensemble suivant:

B={bef0, 1}; b(f(Fl, W F, D = fvl(b(Fl), b(Fﬁ), J et ...

b(f(F],..., By ...D:fva(b(FJ ) b Fﬁ), ] et...).

Une logique est dite vérifonctionnelle ssi elle posséde une sémantique
adéquate vérifonctionnelle.

Caractérisation des logiques et calculs vérifonctionnels
On va dans le théoréme qui suit caractériser les logiques vérifonctionnelles
et les ensembles de régles engendrant des calculs vérifonctionnels.

Nous entendrons par logique classique, n'importe quelle logique équiva-
lente aux calculs disjoncto-négationnels (2 domaine simple ou complexe)
présentés dans la section précédente.

Les résultats annoncés valent si I'on entend les termes logique (ou calcul)
et logique (ou calcul) classique aussi bien comme le couple (logique fini-
taire \ logique classique finitaire) que comme le couple (logique \ logique
classique infinitaire)

Théoréme 11. Si une logique est vérifonctionnelle c'est une sous-logique
d'une extension par définition de la logique classique.

Preuve. On utilise le fait que la logique classique est fonctionnellement
compléte.

Lemme 12. Soit un ensemble de régles R tel que le calcul engendré par R
soit un sous-calcul d'un calcul € équivalent au calcul classique, alors il ex-
iste un ensemble de régles ¢ contenant R et engendrant €.
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Preuve. On utilise la complétude absolue de la logique classique.

Si la complétude absolue est bien connue pour la logique classique vue
comme un calcul de Hilbert, elle I'est moins dans le cas d'une perspective
gentzenienne. Pour que I'on puisse généraliser la preuve habituelle, il suffit
de prouver que si l'on rajoute une régle non valide classiquement alors on
obtient un ensemble de régles engendrant un calcul dans lequel il existe
une formule démontrable qui ne l'était pas auparavant. Une régle non
valide est une régle dont la conclusion <T'1; T2> est fausse, mais alors on
obtient facilement une nouvelle formule démontrable en appliquant par ex-
emple les régles de la négation et de la disjonction.

Théoreme 13. Si la logique engendrée par un ensemble de régles R est
vérifonctionnelle il existe un ensemble de régles Re contenant R tel que la
logique engendrée par Rc soit équivalente a la logique classique.

Preuve. Elle s'obtient directement a partir du théoréme précédent en util-
isant le lemme.

Souvent I'idée de vérifonctionnalité est associée i celle de table de vérité.
Nous allons cependant montrer comment généraliser ce concept de table de
vérité et obtenir ainsi des résultats de décidabilité par ce moyen pour des
logiques non-vérifonctionnelles.

4, Décidabilité

Réduction du Probléme de la Décidabilité
Par table de vérité d'une formule F d'une logique { relativement a une sé-
mantique adéquate B pour £ nous entendons une table dont la premiére
ligne est une suite finie S de formules dont fait partie F et dont les autres
lignes (en nombre fini) sont des suites de O et de 1 telles que

- chacune de ces lignes peut s'étendre en un élément de B

- chaque élément de B a sa restriction 2 S qui coincide avec une ligne

de la table.
On voit donc que b(F)=1 pour tout b€ B ssi il n'y a que des 1 dans la
colonne de F.
On dira qu'une logique est décidable par la méthode des tables de vérité

ssi il existe un procédé récursif permettant pour chaque formule d'obtenir
une table de vérité pour cette formule.
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Théoréme 14. Une logique normale est décidable ssi elle est décidable par
la méthode des tables de vérité.

Preuve. Il est clair que c'est une condition suffisante. Supposons main-
tenant que I'on ait une logique décidable alors pour chaque F nous pouvons
construire récursivement la table suivante:

F
1

Table de vérité pour une logique non-vérifonctionnelle
La difficulté consiste bien sfir a trouver une méthode de construction de
tables. Nous donnons I'exemple de tables de vérité pour la logique implica-
tivo-négationnelle a gauche, qui est une logique non-vérifonctionnelle.

Soit une formule F, on construit de la fagon suivante sa table de vérité:

- on inscrit sur la premiere ligne toutes les sous-formules de F par ordre
croissant de complexité,

- soit neN’ le nombre d'atomes de F, on remplit les n premieres
colonnes de la table comme dans le cas classique,

- supposons maintenant que l'on ait construit la table pour les
n+m(meN) premitres colonnes, I'élaboration de la table pour la
n+m+1-¢me colonne se fait de la maniére suivante:

- si la formule qui est au sommet de cette colonne n'est pas la né-
gation d'une formule on procéde comme dans le cas classique,
- sinon cette formule s'écrit — G et on distingue les cas suivants:

- sur les lignes ol est inscrit 0 (respectivement 1) sur la
colonne g (ie la colonne comportant G en son sommet) on
inscrit 1 (resp 0) a la n+m+1-&me colonne,

- on recopie les lignes ot est inscrit O sur la colonne g en in-
scrivant O a la n+m+1-&me colonne.

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que cette construction donne
bien des tables de vérité et nous donnons l'exemple suivant de table qui
montre que la formule (—|F = (—F - —|G)) est valide dans cette logique.
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F G —-F -G ——F (——F—>=G) (=F—>(—F—>-G))
00 0 1 0 1 1
00 0 1 1 1 1
00 1 0 0 1 1
1 0 0 0 O 1 1
1 0 0 O 1 0 1
01 0 0 0 1 1
01 0 O 1 1 1
00 0 0 O 1 1
0 0 0 O 1 0 1

D'autres exemples sont donnés dans [1], [6], [9], [12], [13], [20], [21], [23]
et [25]. Cette méthode a été notamment appliquée a la logique modale [19].

A-cotés et a venir

Etant donné que nous nous sommes intéressés seulement aux logiques
normales on pourrait croire que la théorie de la valuation se restreint a de
telles logiques et qu'elle ne permet pas en particulier d'étudier les logiques
non-monotones, la logique inductive, ou encore les logiques alphabarres
(logiques dans lesquelles la loi d'identité, F —F, n'est pas valable en
générale). Pour se défaire de cette idée on consultera [4], [14] et [24].

La théorie de la valuation permet également de traiter les logiques multi-
valentes. Il y a un théoréme (cf [2]) qui permet de relier canoniquement les
sémantiques multivalentes aux sémantiques bivalentes. Les sémantiques
multivalentes apparaissent comme des projections de certaines sémantiques
bivalentes. On peut donc établir des résultats concernant des logiques mul-
tivalentes a partir de sémantiques bivalentes. On peut consulter a ce sujet
[3] et [10].

Pour ce qui est de la logique d'ordre non nul (ie non simplement proposi-
tionelle), la théorie de la valuation permet une étude tout a fait intéressante,
que nous n'avons fait qu'effleurée, qui constitue une extension naturelle de
l'ordre nul. Nous développerons de maniere plus détaillé cette étude dans
un prochain travail.
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