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INTRODUCTION, TRADUCTION ET NOTES

Gerhard HEINZMANN et Joélle PROUST

INTRODUCTION*

En Préface de son Logical Syntax of Language (1937, p. XVI), Carnap
remercie Behmann et Godel d’avoir relu le manuscrit (achevé en 1932) et
lui avoir suggéré certaines corrections. Nous avons retrouvé cette corres-
pondance évoquée dans Wang (1987, 51) et trés partiellement citée dans
Coffa (1987), dans les Archives de la Collection Rudolf Carnap, de I’'Uni-
versité de Pittsburgh, et dans les archives Kurt Goédel. Nous disposons
en outre des notes prises par Carnap aprés ses rencontres avec Godel, ainsi
que du manuscrit d’un article impublié de Gédel sur la conception
“syntaxique” des mathématiques défendue par Carnap.

Nous publions ci-dessous la version originale suivie de la traduction
frangaise de quelques-unes des lettres les plus significatives qu’ont échan-
gées en 1932 Carnap et Gédel, avec la permission du Dr. Nolan, conser-
vateur des Archives Rudolf Carnap, et du Prof. Harry Woolf, directeur
de I'Institute for Advanced Studies de Princeton. Nous remercions vive-
ment ces deux institutions de nous avoir autorisés & publier ces lettres
in extenso. Nous pensons en effet qu’elles permettent d’éclairer la matu-
ration de la pensée de Carnap sur un point essentiel de son ceuvre. Ces

* Nous remercions Richard Nolan, conservateur des Archives Rudolf Carnap, 4 la Biblio-
théque de I'Université de Pittsburgh, ainsi que Harry Wolf, directeur de I'Institute for Advan-
ced Studies de Princeton et responsable des Archives Godel de nous avoir permis de publier
cette correspondance dans la version allemande accompagnée d’une traduction frangaise.
Nous remercions également chaleureusement Warren Goldfarb (Harvard university) d’avoir
bien voulu nous fournir la copie de manuscrits de Gddel 4 paraitre dans le volume trois
des Collected Works a I’édition desquels il collabore, ainsi que George Boolos (M.IT.) de
nous avoir signalé P'existence de ces manuscrits. Nous remercions enfin Yves-Marie Visetti
d’avoir bien voulu relire une version antérieure de notre introduction et de nous avoir per-
mis, par ses remarques, de I'améliorer.
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lettres seront d’ailleurs incluses dans la publication de I'ensemble de la
correspondance de Gddel, en version bilingue dans le tome IV des Col-
lected Works de Kurt Gédel, dont le premier volume, contenant les tra-
vaux publiés entre 1929 et 1936, est paru en 1986 chez Oxford University
Press, sous la direction de Solomon Feferman.

Si la correspondance de Carnap avec Behmann concerne surtout des
points de terminologie, '’échange avec Gédel sur la notion d’analyticité
touche un point central du programme logiciste de Carnap. La thése cen-
trale de ce programme, a savoir I'affirmation selon laquelle les théorémes
logico-mathématiques ont un caractére “conservatif” (ils n’ont pas de “con-
tenu” intrinséque) suppose que I'on dispose d’une définition correcte et
adéquate de I'analyticité qui s’applique aux formules purement logiques
ou mathématiques, qu’elles soient ou non décidables.

Léchange entre Kurt Godel et Rudolf Carnap a ceci de particulier qu’il
semble avoir été déterminant pour I’'un comme pour l’autre, en certains
points de leur recherche, sans pourtant que chacun des deux hommes aient
jamais partagé la perspective de I'autre sur les questions les plus fonda-
mentales, comme celle du rapport entre vérité mathématique et conven-
tion linguistique, ou, plus généralement, la question du fondement des
mathématiques. Le journal personnel de Carnap conservé aux archives
Rudolf Carnap atteste que Carnap et Gédel, qui se sont probablement
connus en 1926, et ont participé 'un et I'autre aux réunions du Cercle
de Schlick, se sont rencontrés assez souvent entre 1928 et 1933. Il serait
simplificateur d’imaginer que Carnap ait passivement “exploité” les idées
de Godel dans sa Syntaxe logique. Car réciproquement, Godel indique,
en réponse a un questionnaire, en 1974, que, outre I'Introduction a la logi-
que mathématique de Hilbert-Ackermann, ce sont les cours de Carnap
sur la métalogique (suivis par Godel en 1928-29) qui ont le plus contri-
bué 2 orienter ses travaux dans la direction des questions de complétude
et de décidabilité de la logique. Il est juste néanmoins de dire que les let-
tres que nous publions ci-dessous confirment ce qu’indique Hao Wang
(1987, 77) : tres vite les roles du professeur et de I'éléve ont été intervertis.

Le projet méme de fournir une définition du concept d’*analyticité”,
qui est au centre des préoccupations de Carnap en 1932, est intrinséque-
ment li¢ a la découverte faite par Godel en 1931 de I'incomplétude de
arithmétique. Le premier théoréme d’incomplétude montre que si un
systéme formel est suffisamment riche pour contenir une formalisation
de 'arithmétique récursive, soit il est w-inconsistant, soit il contient une
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formule vraie mais indécidable, c’est-a-dire une formule A close dont on
ne peut démontrer ni S - A ni S — — A, bien qu’on puisse démontrer
sa vérité a l'aide de moyens extérieurs au systéme. (Un systéme w-
consistant (') jouissant de cette propriété est appelé “incomplet”). A par-
tir de 1931, on ne peut plus identifier une formule démontrée et une for-
mule “vraie”: la tache que les résultats de Godel suggérent au logiciste
consiste & découvrir le nouveau critére de validité “logique” susceptible
de s’appliquer a 'ensemble des formules logico-mathématiques et de com-
pléter outillage inférentiel, en ajoutant au concept strictement effectif,
mécanisable, de dérivabilité un moyen d’“inférence’” non effectif. Ce nou-
veau critére est donné par la définition d’“analytique dans L°. Celle-ci
est destinée a remplacer dans les mémes fonctions la notion wittgenstei-
nienne de “tautologie”, a laquelle les membres du Cercle de Vienne avait
— contre l'intention originale de Wittgenstein — conféré un rdle fonda-
tionnel pour la logique et les mathématiques. Mais les théorémes de Gédel
viennent briser net I'espoir d’identifier tout énoncé mathématique a une
tautologie. On ne peut désormais plus soutenir que comprendre une for-
mule mathématique ou “logique” (au sens large du terme, c’est-a-dire
incluant le calcul des prédicats de second ordre) revienne comme dans
le cas du calcul des propositions a saisir sa valeur de vérité en tant que
dépendant des “régles d’emploi” de ses constituants; en d’autres termes,
I’analyticité ne peut plus étre une propriété immédiatement apparente des
formules. On peut parfaitement “&tre au clair sur les régles d’emploi d’une
phrase”, selon les mots de Schlick, sans pour autant pouvoir saisir toutes
les conséquences de ces régles (%). C'est donc du premier théoréme
d’incomplétude que procéde 'exigence de compléter les concepts métalo-
giques traditionnels (ce que Carnap appelle les “d-concepts” — ou con-
cepts liés a la dérivation, tels que démontrable, réfutable, etc.) par des
“c-concepts” (construits 4 l'aide de la relation de conséquence, tels
qu’analytique, contradictoire, L-déterminé etc.) permettant de rétablir la
complétude du systéme formel, en rendant chacun de ses énoncés soit
analytiques, soit contradictoires, c’est-a-dire “L-déterminés”. Mais le pro-
cédé qu’utilise Godel pour construire une formule indécidable peut éga-

(') Un systéme formel est w-consistant si 'ensemble des formules déductibles est -
consistant. Un ensemble de formules arithmétiques M est w -consistant s’il nexiste pas
de formule A(x) telle que M — A(n) pour tous lesn et M — = (x) A(x).

(2) Cf L.S., § 34a, p. 101; avec la référence a Schlick (1934), p. 96. Voir aussi WV. Quine
(1979, p. 55). Nous renvoyons sur ce sujet 3 Granger (19) et 4 Proust (1986) et (1987).
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lement &tre utilisé pour établir une incomplétude du systéme en question
par rapport 2 la définissabilité : il n’existe pas de définition de vérité pour
Iarithmétique qui puisse étre donnée dans I’arithmétique (*). En exploi-
tant 'idée menant a ce résultat. Carnap indique une condition a laquelle
doit obéir la construction du “c-concept d’analytique” s’il est défini pour
le langage L II: par opposition au d-concept “démontrable dans L II”
“analytique dans L II” ne peut pas &tre défini dans L II (L.S. § 60c, 219)
mais seulement dans une métalangue plus riche que ce langage.

Carnap ne se contente pas, dans sa Logische Syntax der Sprache, de
méditer les nouveaux obstacles révélés par Gédel a espoir de fonder les
mathématiques. C’est aussi & Godel qu’il emprunte les moyens techniques
qui vont lui permettre de les surmonter. La Syntaxe logique reprend en
effet, jusque dans le détail de ’application, la méthode d’arithmétisation
mise en ceuvre dans les théorémes d’incomplétude. Dans quel état d’esprit
Godel accueille-t-il le travail fondationnel accompli dans la Syntaxe logi-
que? A la question portant sur ses rapports avec le Cercle de Vienne, le
questionnaire cité plus haut indique laconiquement : “Je n’ai été d’accord
que sur certaines de leurs théses. Entre autres je n’ai jamais cru que la
mathématique était la syntaxe du langage” (Wang, 1987, 20). Dans une
lettre jamais envoyée destinée & commenter ses réponses au questionnaire,
il ajoute: “Je suis un réaliste conceptuel et mathématique depuis 1925
environ. Je n’ai jamais pensé que la mathématique était la syntaxe du lan-
gage. Comprise dans un sens quelconque qui lui conserve de Iintelligibi-
lité, cette idée peut au contraire étre réfutée par mes résultats” (Wang 1987,
20). Un manuscrit encore inédit, sur lequel nous reviendrons plus bas,
permet de mieux comprendre I’évaluation trés négative du projet logiciste
par Gddel.

(3) Ce théoréme a d’abord été publié par Tarski en 1933 (cf. Tarski, 1972, p. 243, en par-
ticulier la note 6). Selon Hao Wang, il avait pourtant été déja démontré par Godel devant
le Cercle de Vienne lors de la séance du 2 Juillet 1931 et dans une lettre 3 Zermelo du 12
Octobre 1931 (cf. Wang, 1987, pp. 51 & 90; la date de la lettre figurant 4 la page 51 est erro-
née). En outre, Carnap a pris note le 26 Mars 1932 d’une conversation avec Gédel au cours
de laquelle celui-ci observe que vrai (“richtig”) ne se laisse pas définir (cf. aussi Wang, 1987,
p. 51). :
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Lintérét des lettres que nous publions ci-dessous consiste dans la mise
en évidence du réle crucial des objections de Godel lors de I’élaboration
par Carnap de la définition du concept d’analyticité. C’est en effet une
lettre de Godel datée du 11 Septembre 1932 qui convainc Carnap de lerreur
contenue dans la définition d’*“analytique dans L II” présentée dans son
précédent manuscrit.

Pour situer le probléme qui se pose a Carnap, il convient de rappeler
brieévement pourquoi deux définitions distinctes de I’analyticité sont pré-
sentées dans la Syntaxe logique. Carnap se donne d’abord un premier lan-
gage, L I, dans lequel peut s’exprimer une partie de l'arithmétique
¢élémentaire. L I est effectif (definif) en ce sens que I’on peut, par un pro-
cédé fini, décider pour toute propriété numérique et pour tout nombre
donné quelconque, si ce nombre a ou n’a pas la propriété en question (L.S.,
p. 11). Puisque, dans L I, tous les quantificateurs sont a portée limitée,
toutes les formules closes y sont effectives (ibid., § 15) (*). Mais I’arith-
métique formalisable dans L I n’en est pas moins incompléte (ibid., pp. 37,
134) (). Carnap définit pour ce langage un critére d’analyticité qui, selon
les termes de Coffa (1987), se présente comme la “généralisation syntaxi-
que” de la notion de déduction (“syntaxique” est 4 prendre au sens large,
c’est-a-dire en un sens qui recouvre comme on va le voir 'approche qu’on
qualifie depuis 1935 de “sémantique”). Est dite analytique toute formule
qui est “conséquence” de la classe nulle des formules (une formule est
contradictoire quand toute formule en est la conséquence). Ce qui fait
de cette définition en termes de conséquence une notion plus générale
que celle de dérivation, c’est que celle-ci est constituée par une série finie
de formules, tandis qu'une “série de conséquence’ est une série finie de
classes non nécessairement finies de formules. Comme on le constate dans
Pénoncé des régles de la “conséquence directe” (S.L., § 14 p. 38), les régles
dites de conséquence sont plus fortes que les régles gouvernant la dériva-
tion: elles comprennent en particulier la régle-w mettant en jeu la notion
d’une classe infinie de formules. En effet, I’énoncé indécidable dans S cons-
truit par Godel a la forme (x) A(x) ou A(x) est effective et ot A(0), A(1)...
sont vraies dans tous les modéles de S. Selon le théoréme de complétude,
A(n) est donc déductible dans S pour tous les n, tandis que (x) A(x) ne
Pest pas. On dit alors que S est “w -incomplet”. Le travail de Gédel
suggere ainsi que pour atteindre la complétude il faut ajouter au systéme

(*) En revanche, les formules ouvertes de L I sont non-effectives (L.S., § 15).
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formel L I de nouveaux moyens de démonstration (et non seulement une
nouvelle expression, c’est-a-dire 'énoncé indécidable lui-méme): une régle
infinie qui transforme L I en un systéme semiformel que ’on espére com-
plet. C’est 1 la fonction de la régle DC2, qui permet de dériver a partir
de la suite infinie F(0), F(0’), F(0"), la formule “universelle” F(x). En
revanche, la régle d’inférence dite de ““dérivabilité directe”” suppose seule-
ment la régle d’induction compléte, laquelle permet de dériver “pas a pas”
F(x) de F(0) et de F(x) = F(x’).

Cette généralisation du critére de dérivation rend tous les énoncés logi-
ques de L I L-déterminés. Mais L I est un langage trop modeste pour que
'on puisse y formaliser les mathématiques classiques: les quantificateurs
limités qui y interviennent imposent aux variables un domaine de varia-
tion borné par une expression numérique (contenant éventuellement 4 son
tour de nouvelles variables) (L.S., § 6, p. 21). L II n’a pas ces limitations:
il contient des quantificateurs illimités. Le critére correspondant d’analy-
ticité doit donc étre rendu applicable & un langage fondamentalement non
effectif. Refléchissant en 1932 au critére élargi d’analyticité, Carnap cherche
donc 4 mettre sur pied un critére qui puisse s’appliquer a un systéme for-
malisé assez riche pour que puissent s’y exprimer les mathématiques clas-
siques. L II contient, nous I'avons dit, en plus des quantificateurs limités
de L I, des quantificateurs illimités. Les prédicats et fonctions y appar-
tiennent a un type donné, les expressions numériques se voyant assigner
le type de degré 0. L II remplit les conditions pour que puissent s’y appli-
quer les théorémes d’incomplétude Godel.

La formulation du concept d'analyticité dans Metalogik

Il n’est pas facile de reconstruire la premiére formulation du critére
d’analyticité a laquelle répond la lettre de Gédel du 11 Septembre. Nous
ne disposons pas ici d’une lettre exposant explicitement cette premiére ver-
sion. Comme le suggérent les lettres de Godel du 11 Avril et du 11 Sep-
tembre 1932, c’est dans le manuscrit intitulé d’abord Metalogik puis

(®) Les formules contenant des variables libres équivalent implicitement dans L I & des
formules universellement quantifiées (il n’y a plus toutefois équivalence entre la négation
de la formule a variable libre et la négation de la formule correspondante quantifiée).
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Semantik (°), et publié avec des corrections et des adjonctions sous le
titre de Die logische Syntax der Sprache, qu’était contenue la premiére
proposition de définition. Or cette version du manuscrit ne nous est par-
venue. Gréce a ce quen dit Godel et aussi en suivant la premiére partie
du § 34c ou Carnap parait rapporter la progressive élaboration de sa défi-
nition, on peut cependant faire Phypothése qu’il s’agit d’'une méthode
réductive s’appuyant sur un traitement substitutionnel de la quantifica-
tion, dont on trouve la préfiguration dans la démonstration du théoréme
143 de L L.

La version définitive de la définition d’“analytique dans L II” telle qu'elle
est exposee dans la Syntaxe logique (§ 34c) est donnée comme on le sait
non de fagon “explicite”, mais de fagon récursive: elle s’appuie sur les régles
énoncées au § 34b permettant de réduire les formules du langage consi-
déré en sorte qu’elles soient dites analytiques si toutes leurs instances le
sont, cest-a-dire se réduisent a des identités. Il faut donc tout d’abord trans-
former les phrases de L II en phrases équivalentes de moindre complexité
syntaxique. Neuf régles devant &tre appliquées dans ’ordre de leur for-
mulation, indiquées au § 34b, enjoignent respectivement d’¢éliminer tous
les symboles définis, de simplifier les disjonctions et les conjonctions, les
équations, d’¢liminer les variables d’énoncés, I'opérateur d’individualité,
les quantificateurs universels limités, et de construire toutes les formules
ainsi transformées en forme normale prénexe. On peut penser que Car-
nap espérait qu’une fois réduites, les formules de ce langage pourraient
donner lieu & une instanciation substitutionnelle des variables quantifiées
permettant de faire apparaitre les formules constitutives comme des iden-
tités (de la forme 0=0) ou des contradictions, ce qui permettrait d’obte-
nir le critére recherché pour la validité ou la contravalidité logiques des
formules bien formées de L II.

En quoi la premiére version — la version substitutionnelle — de la défi-
nition d’“analytique pour L II” est-elle, selon le terme de Godel, “erro-
née” ? En exposant sa version finale dans la Syntaxe logique, Carnap

(®) Voir la discussion terminologique dans L.S., p. 9. Dans une lettre 4 Carnap du 21
Mars 1932, Behmann avait proposé le titre de Semantik au sens de “théorie de la représen-
tation par signes” (Lehre von der Darstellung durch Zeichen). Dans sa réponse 4 Behmann
du 17 Awvril 1932, Carnap note que cette suggestion rejoint celle de Gédel, et rapporte que
Neurath avait suggéré le terme de “Syntaxe”. C'est finalement ce terme qui été retenu dans
la publication de 1934.
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donne au début du § 34c une raison qui nous semble rétrospectivement
mériter commentaire. Il caractérise en effet le probléme en disant que si
la méthode de réduction-substitution est possible et adéquate dans le cas
des expressions ayant des variables numériques, elle ne P’est pas toujours
dans le cas des variables de prédicats ou de foncteurs: “un fait, remarque-
t-il qui a été souligné par Godel”. S’agit-il ici des conséquences des théo-
" rémes d’incomplétude? S’agit-il du regressus signalé par Godel dans sa
lettre ? Il faut ici distinguer deux difficultés bien différentes, Pune  laquelle
Godel fait explicitement référence dans sa lettre, 'autre qui est celle que
rapporte Carnap au § 34c-d (cf. surtout p. 114), et qui est simplement pré-
supposee par la lettre de Godel.

La premiére difficulté concerne certains obstacles de fait qui s’oppo-
sent 4 la mise en ceuvre de I'approche substitutionnelle a laquelle Carnap
a recours dans son premier essai de définition. Dans sa lettre, Gédel montre
que dans certains cas, ce processus conduit A un regressus in infinitum
si I'on substitue au definiendum (une variable de prédicat) une constante
de prédicat contenant de nouveau une variable liée de méme type. Il est
dans ce cas impossible d’obtenir la suite finie “descendante” qui est néces-
saire pour que puisse s’appliquer la définition de I’analyticité. Mais cette
difficulté parait relativement secondaire, dans la mesure ou I'on peut ima-
giner une modification des régles de construction du langage qui rendrait
effective la décomposition des formules en forme réduite. On peut par
exemple renforcer la théorie simple des types en direction d’une théorie
ramifiée, ce qui garantit la réduction progressive des formules du langage.
Mais on doit alors accepter un domaine stratifié de nombres réels, ce qui
est inévitable si I'on renonce a I'axiome de réductibilité, comme on pré-
fére en général le faire. A cet inconvénient, vient se surimposer un second
probléme qui conduit Gédel & écarter cette solution.

La seconde difficulté, qui n’est que présupposée dans la lettre de Godel,
concerne I'impossibilité de principe de définir dans une langue donnée
non seulement tous les prédicats ou tous les foncteurs, mais aussi bien
toutes les expressions numériques nécessaires a ’établissement de la vali-
dité des mathématiques classiques, du fait qu’ils excédent toute capacité
de représentation par un systéme formel donné. Cest a cette difficulté
de principe, déja mise en évidence par la méthode de la diagonale par
Cantor a propos des nombres, puis étendue dans la démonstration des
théorémes d’incomplétude aux procédés de démonstration, que la Syntaxe
logique fait allusion au § 34c: “Par suite des recherches de Godel, écrit
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Carnap, il est certain, par exemple, que pour tout systéme arithmétique,
il y a des propriétés numériques qui ne sont pas définissables, ou, en
d’autres termes, il y a des nombres réels indéfinissables”.

Le procédé de définition auquel Gédel fait référence dans sa réponse
est donc bien destiné a résoudre ce probléme général, et non le probléme
particulier concernant I'effectuabilité de la réduction substitutionnelle de
variables non numériques. Lorsqu’il écrit: “On ne peut, & mon avis, évi-
ter cette erreur que si 'on admet comme domaine des variables de fonc-
tion non pas les prédicats d’un langage particulier, (Godel veut surtout
dire: “définissables dans un langage particulier), mais tous les ensembles
et relations en général”, Godel produit une ellipse, conformément a son
style habituel : il saute du probléme technique mineur de la réduction de
certaines variables 4 I'indication du moyen permettant d’éviter en méme
temps que “cette erreur” I'impact autrement plus fort de I’indéfinissabi-
lité de principe.

Le premier essai de définition d’*“analytique dans L II” est ainsi aban-
donné par Carnap non pas seulement parce que la réduction est impossi-
ble dans un certain nombre de cas, mais parce qu’on ne peut pas obtenir,
a partir d’'une quantification substitutionnelle stricto sensu (cest-a-dire
sans ajouter toutes les constantes désirables permettant d’accroitre les capa-
cités expressives du langage), I'universalité forte qui est requise par le con-
cept de validité de la mathématique classique. “Car de méme que pour
tout language, il y a des propriétés numériques qui n’y sont pas définissa-
bles, de méme il y a des propriétés syntaxiques qui ne sont pas définissa-
bles dans S. Il pourrait ainsi se produire que I’énoncé ‘Sl est analytique
dans II’ soit vrai (analytique) dans le langage syntaxique S, mais faux
(contradictoire) dans un langage syntaxique plus riche que S” (L.S., 114).
Maintenant, est-il /égitime de faire varier les prédicats sur un domaine
non définissable dans L I1? La-dessus, divers éléments de jugement sont
invoqués tant dans la lettre de G6del du 11 Septembre que dans les lettres
successives des 25 et 27 Septembre de Carnap.

Godel écarte d’emblée, dans une note de sa lettre du 11 Septembre des-
tinée a préciser le sens de I'expression “tous les ensembles et relations en
général”, 'interprétation “platonicienne” qui ferait appel a2 un domaine
absolu d’interprétation. La référence que fait Godel au platonisme est pro-
bablement & mettre en relation avec la mise en garde de Carnap contre
la “mathématique théologique” dans une récente publication. Dans un
article paru dans Erkenntnis en 1931, Carnap rejette en effet au nom de
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ce qu’il appelle “la tendance constructive du logicisme” la solution offerte
par Ramsey au probléme des définitions imprédicatives. Celle-ci impli-
quait que I'on admit I'existence de la “totalité des propriétés” indépen-
damment de leur caractérisation par une définition.

“Une telle conception ne me semble pas trés éloignée de la croyance
dans un domaine platonicien d’idées existant en elles-mémes, indé-
pendamment de la question de savoir si des &tres humains peuvent
les penser et comment ils y parviennent. Nous devons 4 mon sens
nous en tenir a la thése de Frege selon laquelle on ne doit en mathé-
matique tenir pour existant que ce dont I’existence a été démontrée
(et il voulait dire: démontrée en un nombre fini d’étapes)” (Carnap
1931, p. 39). '

Si I'on se référe aux textes ultérieurs ou Godel expose sa philosophie
des mathématiques, et en particulier au manuscrit dans lequel il critique
I'identification des mathématiques a la syntaxe logique (que nous analy-
sons briévement in fine), I'allusion contenue dans la note citée & un “point
de vue platonicien” a toutes les apparences d’une dénégation. C’est en
effet précisément la nécessité incontournable de faire référence 4 des entités
qui ne sont pas désignées dans un langage donné lorsqu'il s’agit de démon-
trer des propriétés “syntaxiques” comme la consistance ou la validité qui
constitue, dans la perspective du manuscrit sur la syntaxe logique, la meil-
leure preuve de l'existence en mathématiques de contenus irréductibles.
11 faut donc croire que la présente note a pour fonction de rassurer Car-
nap sur la neutralité philosophique d’une technique qui, néanmoins, appa-
raitra rétrospectivement 4 Gédel comme une justification du réalisme des
objets mathématiques ('). La technique considérée consiste & choisir une
quantification “objectuelle” et non “substitutionnelle pour définir I'analy-

(') 1 est intéressant d’observer que Carnap reproduit I'argument rassurant de Godel dans
L.S., p. 114, et que Godel critique ultérieurement, dans V’article inédit destiné a l'ouvrage
de Schilpp, cette méme prise de position en I’attribuant 4 Carnap, en disant qu’elle substi-
tue le “knowing how” au “knowing that”: “A P'objection selon laquelle les régles transfi-
nies impliquent le platonisme, Carnap répond qu’on peut savoir utiliser les concepts transfinis
(dans les inférences, les définitions, etc.) sans faire une quelconque supposition sur I'exis-
tence objective des entités abstraites concernées. Ceci est évidemment vrai... Néanmoins,
avant de pouvoir les utiliser rationnellement dans la science, on doit leur assigner une exis-
tence au moins en quelque sens immanent (kantien)..” (p. 26, note 14).
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ticité, ce qui, comme on va le voir, constitue un pas sur la voie d’une appro-
che sémantique (au sens de Tarski) de la validité.

Ce décalage entre les moyens d’expression de la langue-objet et ceux
de la métalangue qui énonce I’analyticité de la premiére est en fait un point
que la méthode utilisée dans la démonstration du premier théoréme
d’incomplétude permet d’anticiper (*) (cf. sur ce point la remarque de
Gadel dans sa lettre ultérieure du 28 Novembre 1932). C’est précisément
ce qu’indique Carnap dans sa réponse: Cela ne fait pas probléme parce
que la définiion d’“analytique dans le langage S” ne peut pas &tre donnée
dans une sémantique formalisée dans S, mais ne peut I'étre que dans une
sémantique formalisée dans un langage plus étendue que S”. Reste pour-
tant a trouver une définition d’analytique dans S qui 1) s’applique a tou-
tes les propriétés possibles et non seulement 2 celles qui sont définissables
dans la langue objet considérée et qui 2) puisse s’exprimer de maniére
“syntaxique” (sans impliquer par 12 qu’elle puisse se décider a tout coup
d’une maniére syntaxique au sens d’une régle ne faisant intervenir que
des expressions finies).

Le critére d'analytique dan L II dans la lettre de Carnap du 25 Sep-
tembre 1932,

La seule indication que Godel donne & Carnap dans sa lettre du 11 Sep-
tembre est donc assez mince: il faut outrepasser les données proprement
syntaxiques si 'on veut obtenir une définition d’*‘analytique dans L 117,
Il fait allusion a la définition que lui-méme se propose de présenter “dans
la seconde partie de (son) travail”’. Notons en passant que cette seconde
partie ne fut jamais publiée. Rosser (1939, note 1) attribue cette omission
au mauvais état de santé de Godel. De son cdté, Hao Wang (1987, 280)
indique que, en plus de la “raison officielle” donnée par Godel en note
de la publication de ses théorémes dans Van Heijenoort (1967, 616, 68a)
— la rapide acceptation de ses résultats rendant superflue une présenta-
tion plus générale et plus compléte de la démonstration — Godel hésita
a consacrer beaucoup de temps a la rédaction des détails de la preuve qui

¢ Cf. Gédel, (1931), p. 191, note 48a. Collected Works, vol. 1, p. 18l.
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ne présentait plus Pattrait de la nouveauté (°). On peut aussi conjecturer
que la définition de ’analyticité publiée par Carnap, assortie de sa réfé-
rence & Godel, bientdt complétée par I'analyse tarskienne, avait pris de
vitesse I'effort de Godel vers une définition “sémantique” (au sens de
Tarski) de ““vrai”.

Car Carnap s’oriente immédiatement vers ce que ’on peut juger rétros-
pectivement comme la “bonne” solution. Elle consiste au fond, sinon,
comme on va le voir, littéralement, 4 abandonner le point de vue étroite-
ment syntaxique, et a proposer une définition proprement sémantique de
la validité. On trouve dans la lettre de Carnap a Gédel du 25 Septembre
1932 les principaux €léments de la solution qu’expose la version défini-
tive qu'on peut lire au paragraphe 34c de la Syntaxe logique.

La définition d’analytique dans L II présentée dans la S.L. fait appel
a deux concepts solidaires, ceux de Bewerfung — valuation — et d’Aus-
wertung — évaluation. Cette procédure en deux étapes s’applique aux for-
mules “réduites” du langage considéré. Une valuation (désignée
syntaxiquement par B) est un ensemble d’expressions représentant la
“valeur” que peut prendre une certaine expression de la langue objet une
fois que I'on instancie chacune de ses variables. Par exemple, une valua-
tion de type 0 est un nombre; la valuation d’un prédicat de type 1 a un
argument est un ensemble de nombres.

Lévaluation intervient une fois que I’ensemble des valuations de cha-
que variable contenue dans la phrase considérée S1 sont obtenues: elle
consiste & remplacer dans Sl toute sous-formule (que nous dirions intui-
tivement) “vraie” dans une valuation par 0=0, et toute sous-formule fausse
par 00, c’est-a-dire des sous-formules qui sont respectivement analyti-
ques et contradictoires.

Nous disposons donc en ce point d’un critére récursif d’analyticité repo-
sant sur le caractére analytique ou contradictoire des formules 0=0 et 00.
Une formule SI est analytique si et seulement si toute formule obtenue
a partir de S1 pour une évaluation effectuée sur la base de toute valua-

® Ajoutons que I'esquisse godelienne de la démonstration du second théoréme d’incom-
plétude contient une légére erreur qui n’a été rectifiée que dans la démonstration détaillée
qu’en donne Hilbert-Bernays (1939, § 5.2); cette erreur est a 'origine du mythe selon lequel
la démonstration de la non-contradiction d’une théorie incompléte (que donne le premier
théoréme) ne pourrait jamais étre donnée par des moyens finis. Schoenfield (1967, 51) a
indiqué une théorie incompléte pour laquelle cette preuve pouvait étre donnée par des moyens
finis. Cf. Lorenzen (1962, 132) et Stegmiiller (1984, 342 sq.).
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tion des variables individuelles, de fonction et de prédicat intervenant dans
SI est analytique.

Revenons 4 la lettre du 25 Septembre 1932. Carnap y évoque pour la
premiére fois les concepts de valuation et d’évaluation, en définissant tou-
tefois la valuation de maniére & y inclure en partie ce qu’il appellera ulté-
rieurement ’évaluation. Il décrit en effet la valuation d’un prédicat (de
type 1) comme une régle qui fait correspondre a chaque expression numé-
rique (ou n-uple d’expressions numériques) soit “0=0", soit “0+0". S’il
s’agit d’un foncteur (de type 1), la régle de valuation fait correspondre
4 un n-uple d’expressions numériques une expression numérique et une
seule. (La notion de “régle” ne doit pas ici faire illusion: les régles dont
il s’agit ne sont pas astreintes a faire 'objet d’une formulation effective
dans la langue-objet). Lévaluation est alors restreinte au moment ou I'on
applique la régle précédente, ce qui implique d’ailleurs éventuellement un
nouveau recours a des régles de réduction (L.S., p. 110). Ainsi la solution
ébauchée dans la lettre contient tous les ingrédients de la solution défini-
tive: elle consiste a introduire le concept d’un ensemble de valeurs possi-
bles (numériques, fonctionnelles, prédicatives) pour les variables de tout
type sans limiter ces valeurs a celles d’entre elles qui sont définissables
dans L II, et & tirer de I’évaluation d’une formule un critére d’analyticité.

Carnap n’est pourtant pas satisfait de son premier essai de définition
sur deux points. D’une part, il ne voit pas encore dans quelle langue for-
melle exprimer I’ensemble des valuations — représentables ou non dans
la langue-objet — d’une expression donnée: “le fait de se servir d’un con-
cept pour lequel il n’existe pas de langage dans lequel on puisse le définir
parait tout de méme assez discutable”. D’autre part, il ne sait pas com-
ment définir imbrication d’une valuation quand il s’agit de prédicats
d’ordre supérieur. Mais ces problémes vont étre rapidement vaincus. Deux
jours plus tard, Carnap écrit en hite 4 Godel pour lui épargner des “efforts
inutiles”.

La notion définitive d’*analyticité dans L II”’

La solution finale que Carnap annonce triomphalement avoir enfin
obtenue peut sembler décevante au regard de ce que la lettre précédente
avait déja réussi a établir. Elle consiste simplement A reconnaitre le carac-
tére “sémantique” (c’est-a-dire, dans les termes finalement retenus pour
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la publication, authentiquement “‘syntaxique”, mais dont I’inspiration en
fin de compte sémantique nous parait rétrospectivement indubitable) des
notions de valuation et d’évaluation. On peut, en d’autres termes, expri-
mer formellement I'ensemble des valuations afférentes 4 une expression
de la langue-objet dans une langue syntaxique formalisée & condition
d’avoir a sa disposition “les moyens adéquats pour le faire”, comme I’écrira
Carnap dans la Syntaxe logique, c’est-a-dire a la condition de disposer
de variables de prédicat et de foncteur qui ne sont pas présentes dans le
langage objet L II. Lexpression “toutes les propriétés syntaxiques” sera
représentée en langage syntaxique par un symbole gothique de prédicat,
recouvrant “toutes les propriétés syntaxiques” sera représentée en langage
syntaxique par un symbole gothique de prédicat, recouyrant “toutes les
propriétés syntaxiques quelles qu’elles soient” et non seulement “toutes
les propriétés syntaxiques définissables dans la langue syntaxique” (cf.
L.S. p. 114). C’est a la méme idée que Gédel fait référence dans sa lettre
du 28 Novembre 1932, lorsqu’il évoque la nécessité de faire appel a des
variables de type w, parcourant tous les types finis. On la trouve déja évo-
quée dans la note 48a de son travail de 1931.

A la vérité, I'effort que fait Carnap pour justifier le caractére parfaite-
ment “syntaxique” de cette solution n’emporte pas la conviction ('°).
Carnap se donne beaucoup de peine pour n’avoir pas a utiliser le terme
de “vrai”, en exprimant le fait qu'un argument numérique donné rend
vraie une phrase pour une certaine interprétation (ou valuation) d’une
variable de prédicat, au moyen du remplacement de la sous-formule con-
sidérée par 0=0. Cette sous-formule est bien, Carnap le reconnait, “d’une
certaine fagon, vraie sur la base de la valuation considérée” (S.L., § 34c,
p. 107), mais il se refuse & retenir le terme de “vrai” pour désigner I’“analy-
tique”. Déja la lettre & Gédel du 25 Septembre 1932 donnait les raisons
de ce refus: “Le terme ‘vrai’ me semble trés peu adéquat : son usage ne
cadrerait pas avec I'usage courant. Car d’aprés cet usage, la phrase ‘Vienne
a tant d’habitants’ est vraie, tandis que la définition que vous proposez
ne s’y applique pas”. Ce que Carnap objecte ici, c’est que le prédicat “vrai”
n'ait pas d’application générale : une proposition empiriquement vraie ne
peut étre dite vraie conformément & une régle “syntaxique”.

("% On trouvera dans l'article déja cité de Coffa (1987) un examen détaillé de ce qui sépare
la syntaxe de Carnap de 1934 de la sémantique de Tarski de 1933. Larticle de Coffa, paru
alors que le présent travail était en cours, présente un extrait d’une des lettres que nous
publions.
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Il est assez étonnant de constater que Carnap reprend le méme argu-
ment pour écarter une théorie de la vérité trés proche de celle que Tarski
allait bientot exposer. Il expose les grandes lignes de cette théorie au para-
graphe 60b de la Syntaxe afin de montrer comment on peut résoudre le
paradoxe du menteur au moyen du prédicat de “vrai dans S1” formulable
non dans S1, mais dans un autre langage S2. Mais il rejette immédiate-
ment cette théorie parce qu’“une théorie de ce type formulée 4 la maniére
d’une syntaxe ne serait pas une véritable syntaxe. Car la vérité et la faus-
selé ne sont pas des propriétés proprement syntaxiques; on ne peut en
général pas savoir si une phrase est vraie ou fausse d’aprés sa forme, c’est-
a-dire, d’aprés le type et 'ordre de succession de ses symboles” (L.S., § 60b,
p. 216). Selon les termes d’Alberto Coffa, Carnap couche ses propres résul-
tats sur un véritable “lit de Procuste” nominaliste, s’interdisant ainsi de
saisir le lien potentiel de sa notion d’évaluation avec la notion plus géné-
rale de réalisabilité dans un modeéle que Tarski allait présenter quelques
mois seulement aprés la publication de la Syntaxe logigue.

* *

En fournissant une définition purement “syntaxique” du concept
d’analyticité¢ (ou, dans les termes de la lettre du 27 Septembre 1932,
“sémantique”), Carnap peut estimer qu’il est parvenu a fournir un critére
de validité qui s’applique a tous les énoncés mathématiques vrais, y compris
les énoncés vrais indécidables, et, de maniére plus générale, qu’il a réussi
a justifier formellement I'idée que les propositions logico-mathématiques
sont sans contenu, €tant dans leur ensemble des propositions L-vraies.

Tout en collaborant dans les lettres ci-jointes a la construction du con-
cept de validité ainsi élargi, Godel pergoit tout autrement que Carnap
I'importance philosophique de I’élaboration de ce critére. Il écrit par exem-
ple dans la lettre du 28 Novembre que ce n’est pas I'explication du con-
cept d’“analytique” qui constitue dans son propre travail la motivation
d’une définition d’“analytique”, “car on y applique les concepts tout aussi
problématiques d’‘ensemble quelconque’ etc.

Pour prendre la pleine mesure du désaccord entre les deux hommes,
lequel ne transparait que fugitivement dans ces lettres — par exemple
encore dans la note ambigué du 11 Septembre 1932 — il faut lire le manus-
crit d’un article que Godel avait projeté de publier dans 'ouvrage édité
par Schilpp sur la Philosophie de Rudolf Carnap. Aprés avoir successi-
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vement rédigé six versions de cet article, (intitulé dans la version VI “Is
mathematics syntax of language ?”’), Godel renonce finalement 2 le publier,
en expliquant & Schilpp que, quoiqu’il dispose d’arguments “puissants et
frappants” pour défendre sa conception des mathématiques, il nest pas
parvenu a achever un travail qui touche a ’'un des problémes philosophi-
ques les plus fondamentaux et les plus épineux, A savoir la question de
la “réalité objective des concepts et de leur relations”.

I1 vaut néanmoins la peine de consulter ce manuscrit, dont la troisiéme
version est la plus explicite et présente une forme cohérente en dépit de
nombreux amendements. Godel y reconnait d’emblée que, quel que soit
Penjeu philosophique que 'on accorde au projet consistant 3 identifier
les mathématiques & un systéme de conventions syntaxiques réglant I'usage
des symboles, et & définir la validité des théorémes mathématiques comme
la propriété d’étre la conséquence de ce systéme de conventions, sa mise
en ceuvre a indéniablement un intérét fechnique et “contribue beaucoup
a clarifier quelques concepts fondamentaux”. Mais, si on les examine de
plus prés, ces résultats techniques devraient conduire, suivant Godel, a
tirer une morale toute différente de celle qu’en tire Carnap, particuliére-
ment en ce qui concerne la réduction des mathématiques a la syntaxe et
en ce qui concerne la question du contenu (ou de I’absence de contenu)
des mathématiques.

La principale confusion qui, du point de vue de Godel, gréve le projet
logiciste réside dans une attention insuffisante aux exigences qui s’atta-
chent a la perspective syntaxique. D’une part, des exigences concernant
le caractere finitaire du langage utilisé: ses énoncés doivent &tre compo-
sés d’un nombre fini de symboles; les régles syntaxiques doivent elles aussi
étre finitistes au sens ou “elles ne doivent pas contenir d’expressions du
type ‘s’il existe un ensemble infini d’expressions ayant une certaine pro-
priété’, ni méme ‘si toutes les expressions d’un certain ensemble infini ont
une certaine propriété’. Car ces expressions n’ont de sens que si 'on s’'appuie
sur une certaine intuition des objets mathématiques, comme la totalité
de toutes les expressions possibles” (Manuscrit 40436, p. 4). Tout recours
a des suites infinies de symboles implique du point de vue de Gédel un
appel a des objets “purement mathématiques”, par opposition au domaine
strictement fini des suites de symboles relevant de la syntaxe. Clest dire,
en d’autres termes, que Godel restreint explicitement, contre 'intention
de Carnap, le domaine de la syntaxe 4 la manipulation de symboles physi-
ques. 11 définit le terme de “langage” comme “symbolisme productible
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dans le monde empirique” (Ibid., 3). Contrairement a ce que soutient
Godel, Carnap vise a exhiber non pas les propriétés syntaxiques physi-
ques, mais les propriétés syntaxiques “pures” des systémes symboliques:
la syntaxe se présente comme la science des structures d’organisation d’élé-
ments quelconques (L.S., 7).

Lexigence en vertu de laquelle la syntaxe doit rester finitiste se trouve
transgressée dans la Syntaxe logique du fait que Carnap y fait appel a
des “C-concepts”. En dépit de leur mode d’introduction “syntaxique”,
Godel nie qu’il s’agisse 1a de concepts syntaxiques admissibles : ils ne peu-
vent &tre compris ou utilisés sans intuition mathématique ou sans que
'on admette (sans preuve a priori) certaines de leurs propriétés. Dés lors,
on entre dans une circularité vicieuse: “au lieu de justifier les axiomes
mathématiques en les réduisant a des régles syntaxiques, ces axiomes (ou
au moins certains d’entre eux) sont nécessaires pour justifier les régles
syntaxiques (leur consistance)” (ibid., p. 8a).

Une seconde exigence de la réduction syntaxique consiste a éliminer
tout recours a des faits extra-linguistiques dans la preuve de la L-validité
des énoncés mathématiques. Or un tel énoncé de fait, objecte Godel, doit
finalement intervenir pour garantir applicabilité des régles syntaxiques.
Sur quoi en effet peut-on tabler pour s’assurer de la consistance des régles
syntaxiques? On peut seulement dire qu’aucune contradiction ne s’est
encore présentée: il s’agit 1a d’un fait empiriquement vérifiable. Cepen-
dant, si 'on fait fond sur cette “consistance empirique”, on doit admettre
que les conventions mathématiques ne sont pas dépourvues de tout con-
tenu factuel. Une preuve de consistance est nécessaire pour démontrer
qu’une convention ‘“n’implique pas de proposition réfutable par ’obser-
vation” (ibid., p. 13). Mais si on ne peut démontrer cette consistance, la
convention change de nature, et devient une assomption.

Ainsi Godel tire-t-il de ses théorémes d’incomplétude un enseignement
autrement plus pessimiste que Carnap: si 'on considére que la syntaxe
logique met en jeu un “raisonnement combinatoire finitaire”, étant donné
qu’on a de bonnes raisons de supposer qu’il est possible d’exprimer ce
type de raisonnement dans le formalisme de la théorie classique des nom-
bres (Godel cite ici les travaux de Gentzen qui, dans sa démonstration
de la consistance de cette théorie, indique un nombre ordinal limite au
dessous duquel les démonstrations finies sont en un certain sens repré-
sentables en tant qu’inductions transfinies), il suit du second théoréme
qu’“‘une démonstration de consistance pour un systéme contenant la théo-
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rie récursive primitive des nombres ne peut jamais étre exprimée dans ce
systéme, et par conséquent qu’aucune démonstration de consistance ne
peut étre donnée 4 Paide d’un raisonnement finitaire ni pour la théorie
classique des nombres, ni a fortiori pour un systéme plus étendu?’ (ibid., 9)
Godel s’écarte sur deux points de Carnap quant a la signification a don-
ner & ces résultats. D’une part, il voit dans le fait que les axiomes utilisés
dans la preuve de consistance doivent étre plus forts que ceux de la théo-
rie dont la consistance est a établir la marque de la résurgence inélimina-
ble du contenu mathématique (en tant qu’il reste toujours un résidu
irréductible a Pinterprétation syntaxique). Carnap s’acharne en revanche
a dissoudre ce résidu en renfor¢ant comme on I’a vu les concepts inféren-
tiels utilisés. Le fait que la propriété de L-validité puisse.s’appliquer a des
propositions contenant ces concepts — ainsi d’ailleurs qu’a I’énoncé de
Godel — lui permet d’estimer que ces concepts sont eux-mémes sans con-
tenu, et qu'aucune hypothése ontologique — ni “fait extra-linguistique”
— ne vient peser sur la syntaxe.

D’autre part, Godel estime que les limitations impliquées par les théo-
rémes d’incomplétude indiquent la nécessité incontournable du recours
a l'intuition mathématique; la seule raison que nous ayons de supposer
consistantes les mathématiques réside en derniére analyse, aux yeux de
Godel, dans leur objectivité, et toute théorie qui prétend se passer de cette
intuition soit ne peut rendre compte que d’une infime partie des mathé-
matiques, soit intége en contrebande les concepts supplémentaires (non-
finitaires) requis aprés les avoir maquillés en concepts syntaxiques.

Que la consistance soit simplement présupposée au niveau de I’énoncé
des conventions syntaxiques ne revét pas aux yeux de Carnap la méme
menace de circularité: Pétagement des langages et le caractére rétro-actif
de la validation logique sont a ses yeux des caractéristiques nécessaires
de tout systéme formel qui ne menacent nullement I'objectivité des mathé-
matiques.

Quant au fond, le désaccord entre Carnap et Gédel tourne autour de
deux theéses cruciales. Il est faux du point de vue de Gédel que les mathé-
matiques puissent étre interprétées comme la syntaxe du langage, sauf a
prendre le terme d’“interprétation” en un sens vague ou général, princi-
palement en raison du caractére fini de ’'une et infini de Pautre. Mais si
'on prend suffisamment au sérieux le projet “syntaxique”, on doit fina-
lement, de I'avis de Godel, reconnaitre qu’*“il existe bel et bien des objets
et des faits mathématiques qui sont aussi objectifs (c’est-a-dire indépen-
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dants de nos conventions et de nos constructions) que les objets et les
faits physiques ou psychologiques, quoiqu’il s’agisse bien entendu d’objets
et de faits d’'une nature entiérement différente” (ibid., 2).

On peut conjecturer que la difficulté qu’a représentée pour Gédel la
réfutation du point de vue logiciste réside dans I'ampleur des théses qui
sont, de part et d’autre, présupposées dans Pévaluation de I'impact des
théorémes d’incomplétude. Il ne fait pas de doute qu’on ne peut “sérieu-
sement” reprocher a Carnap de n’avoir pas assez “prix au sérieux” le projet
syntaxique. Ou réside alors le point de divergence radical a partir duquel
ce que I'un apprécie comme une solution se réduit pour I'autre 4 une recon-
duction de la difficulté? On peut faire ’hypothése que la divergence est
radicale, et touche la fagon méme dont I'un et I'autre concevaient la nature
de Pentreprise fondationnelle, et les conditions de son succés — condi-
tions elles-mémes profondément modifiées par les travaux de 1931,

* %

Correspondance de Carnap et Gédel
11 Avril 1932 — 28 Novembre 1932
version allemande et traduction francaise

Wien, 11/.1V.1932

Lieber Herr Carnap!

Anbei sende ich Thnen das Separatum und Manuskript von Chwistek mit
bestem Dank zuriick. Eine Erlduterung iiber das letzere kann ich leider
nicht schreiben, denn das meiste darin (und gerade das wichtigste z.B.
Typenlehre u. reelle Zahlen) ist in so vager Form behandelt, daB man ohne
Kenntnis der Originalarbeiten daraus nichts entnehmen kann. Das ein-
zige was etwas ausfiihrlicher dargestellt ist, nimlich die “elementare”
Semantik, finde ich ganz verstdndlich. Die Symbole * C und . muB man,

* Dies involviert nicht etwa einen platonistischen Standpunkt, denn ich behaupte, daB
sich diese Df. fiir “analyt?” nur innerhalb einer bestimmten Sprache, in der man die Begriffe
“Menge” u. “Rel” schon hat, durchfiihren 14Bt.
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glaube ich, als fiir sich allein sinnlose Teilzeichen auffassen, welche erst
in gewissen Verbindungen eine Bedeutung bekommen, ebenso wie etwa
Indices an Variablen oder der i-Punkt der gewdhnlichen Schrift. Ich wiirde
es fiir sehr wiinschenswert halten, wenn Chwistek auch den weiteren Aus-
bau seines formalen Systems fiir die “Erkenntnis” in analoger Weise skiz-
zieren wiirde, wie die elementare Semantik, woméglich mit erlduternden
Beispielen, damit die Sache doch irgendwo in genieBbarer From steht.

Ihr Manuskript iiber Metalogik habe ich an Kaufmann geschickt. Falls

der II. Teil schon fertiggestellt ist, ware ich Ihnen fiir dessen Zusendung
sehr dankbar.

Mit herzlichen Griilen
Ihr Kurt Godel

Vienne, 11/1V.1932

Cher Monsieur,

Je vous renvoie ci-joint le tiré a part et le manuscrit de Chwistek avec
tous mes remerciements. Je ne peux malheureusement pas vous offrir
d’explications a propos du manuscrit, du fait que presque tout — et en
particulier le plus important, par exemple la théorie des types et les nom-
bres réels — vy est traité de fagon si vague qu’on ne peut rien en faire sans
connaitre le travail initial. La seule chose qui soit présentée de fagon quel-
que peu développée, cest-a-dire la sémantique “élémentaire”’, me parait
assez clair. Les symboles * C et . doivent & mon avis étre en tant que
tels compris comme des signes incomplets (72ilzeichen) qui ne regoivent
de dénotation qu’en liaison avec d’autres, exactement de méme que par
exemple des indices de variables ou le point sur le i de ’écriture ordinaire.
I1 serait trés souhaitable & mon sens que Chwistek esquisse pour Erkenntnis
la suite du développement ultérieur de son systéme formel comme il ’a
fait pour la sémantique élémentaire, si possible avec des exemples expli-
catifs, afin que la chose soit mise quelque part sous une forme digeste.
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J’ai envoyé votre manuscrit sur la Métalogique 3 Kaufmann. Au cas
ou la seconde partie serait achevée, je vous serais reconnaissant de me
’'envoyer.

Avec mes cordiales salutations
Votre Kurt Godel

Wien 11./IX 1932

Lieber Herr Carnap!

Besten Dank fiir Ihre Karte aus Burgstein. Ich war diesen Sommer nur
fiir kurze Zeit fort (eine Woche am Semmering). Das M.S. “Semantik”
habe ich Ende August an Behmann geschickt. Leider bin ich nicht dazu
gekommen, es bis in alle Details zu lesen u. muf daher in meinen Bemer-
kungen auf die Hauptpunkte beschrinken.

Zunichst glaube ich, da} die Def. von “analytisch” fiir die erweiterte
Sprache u. daher auch der W-Beweis (") fehlerhaft sind. Sie geben Regeln
an, durch welche die Frage, ob eine Formel analytisch ist, zuriickgefiihrt
wird auf dieselbe Frage fiir andere Formeln. Dadurch wiirde ein Begriff
“analyt’’ nur dann definiert sein, wenn dieses Verfahren schlieBlich immer
zu Formeln fiihren wiirde, von denen anderweitig feststeht, ob sie analyt.
sind (z.B. 0=0). Dies ist aber, wie mir scheint, nicht immer der Fall. Denn
nehmen wir z.B. die Formel (F) F(0) v =F(0); um festzustellen, ob sie
analyt. ist, mufl man dies fiir alle Formeln der Gestalt P(0) vV = P(0) tun.
Zu diesem Zweck mufl man jedes konstante Priadikat P durch sein Defi-
niens ersetzen; in diesem konnen aber wieder gebundene Pridik.-Variable
vorkommen u.sw., so dal man auf einen regressus in inf. kommt. Am
deutlichsten wird dies dadurch, daB unter Umstinden dieselbe Formel
immer wiederkehren kann. Setzt man z.B. in der Formel (F) . F(0) v 0=0
fiir F das konst. Priad (F) F(x) ein und bringt <sie> auf die Normal-
form, so erhélt man wieder die urspriingliche Formel. '

(") NdT.: “W-démonstration” veut dire “Démonstration de non-contradiction”. Pour
le lien entre le concept d’analyticité et la démonstration de non-contradiction de L II, cf.
LS §34i.
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Dieser Fehler 146t sich m.E. nur dadurch vermeiden, dafl man als Lauf-
bereich der Funktionsvariablen nicht die Prad. einer bestimmten Spra-
che, sondern alle Mengen u. Relationen iiberhaupt ansieht* Ich werde auf
Grund dieses Gedankens im II.Teil meiner Arbeit eine Df. fiir “wahr”('%)
geben u. bin der Meinung, daB sich die Sache anders nicht machen 146t
u. daffi man den héheren Funktionenkalkiil nich semantisch auffassen
kann. () D.h. man kann natiirlich auf semantischer Basis einen héhe-
ren Funkt.-K. aufbauen, es sind dann aber gerade die Gesetze, welche man
fiir die klass. Theorie der reellen Zahlen braucht, nich erfiillt, weil man
notwendig zur verzweigten Typentheorie (ohne Red. Ax.) gefiihrt wird.

Einen Einwand habe ich auch gegen die deskriptive Nachbildung des
Unentscheid.-Beweises p. 308 ff. Die Zahl e und die Formel G, scheinen
mir zirkelhaft definiert zu sein. Denn e ist definiert als “Reihenzahl der
Menge der Atomformeln, welche aussagen, daB3 an den Stellen a bis a+16
die Formel Gg steht”. (p. 309). In der Df. von e kommt also G, vor, wih-
rend umgekehrt in der Df. von G; e vorkommt. Damit ist natiirlich nicht
gesagt, daf} eine Zahl e und eine Formel G4 mit den durch die beiden Df.
ausgesprochenen Eigenschaften nicht existieren kann. Aber ihre Existenz
miiBite eigens bewiesen werden, wozu man wahrscheinlich wieder irgend
eine Art Diagonalschluf8 brauchen wird.

Nicht ganz klar war mir, wozu Sie 2 Arten von Funktionsvariablen
(a" u. p") brauchen. Man muB3 doch wohl mit einer auskommen kénnen.

Ich mochte jetzt noch eine Frage anschlieBen. Ist Ihnen vielleicht
bekannt, ob Frege auBer dem Nachwort zu den “Grundgesetzen” noch
etwas iiber die Antinomien publiziert hat? Soviel ich weif}, hat er doch
das Jahr 1903 ziemlich lange iiberlebt, u. es wire doch merkwiirdig, wenn
er darauf nicht mehr zuriickgekommen wire. Sind Ihnen iiberhaupt Publi-
kationen nach dem Erscheinen der Grundgesetze bekannt?

Haben Sie schon Zermelos unsinnige Kritik an meiner Arbeit im letz-

(*3) NdT. La deuxiéme partie de Godel, 1931, n'est jamais parue (Cf. notre introduction).
(1%) NdT. Godel utilise ici le mot de “sémantique” au sens ot 'on emploie aujourd’hui
le terme “syntaxique”. Cf. note 6.
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ten Bd. des Jahresberichtes 2. Abt. p. 87 gelesen? (™)
Es hat mir sehr leid getan, dafl Thre Sommerreise sie nicht iiber Wien
gefiihrt hat. Hoffentlich kommen sie nidchtens doch wieder einmal her.

Mit den besten Griif3en
Ihr ergebener Kurt Gédel

Vienne, 11/1X.1932
Cher Monsieur,

Je vous remercie de votre carte de Burgstein. Je ne suis parti cet été
que pour une bréve période (une semaine au col de Semmering). J’ai envoyé
a la fin Aofit le manuscrit “Semantik” a Behmann. Je n’ai malheureuse-
ment pas eu le temps de le lire dans le détail, et dois donc me limiter dans
mes remarques aux points principaux.

(") NdT. Cf. Zermelo, 1932, p. 87. Il s’agit d’un rapport de Zermelo sur la conférence
de Godel “Uber die Existenz unenischeidbarer arithmetischer Sétze in den formalen Systemen
der Mathematik” et de sa propre conférence “Uber Stufen der Quantifikation und die Logik
des Unendlichen” présentées 'une et I'autre 'aprés-midi du 15 Septembre 1931 lors de I'assem-
blée annuelle de la Deutsche Mathematiker-Vereinigung & Bad Elster. Le rapport de Zer-
melo a été précédé par un échange de lettres entre les deux savants (cf. Grattan Guinness,
1979). La premiére lettre de Zermelo, récemment retrouvée et publiée par Dawson (cf. Daw-
son 1985) a été recopiée par Carnap, figure dans les Archives Rudolf Carnap. Il vaut la
peine de remarquer que Carnap corrige a cette occasion une erreur d’écriture de Zermelo
maintenue dans Dawson (1985): A* = R(g*; gq*) doit étre lu: A* = R(q*); q%)

La “critique insensée de Zermelo” (pour une discussion, cf. Grattan-Guinness, 1979 et
Moore, 1980; pp. 124-130) concerne la question de 'indécidabilité relative. Sans avoir vrai-
ment développé sa nouvelle logique infinie, Zermelo affirme qu’il n'existe pas de proposi-
tions “objectivement indécidables” — dans son systéme, toutes les propositions semblent
&tre décidables — que Godel aurait prétendu prouver le contraire — affirmation sur laquelle
il parait revenir quelques lignes plus loin — et quenfin le théoréme d’incomplétude de Godel
a pour seul intérét de manifester 'insuffisance d’une conception finitiste des schemes de
démonstration. Il est difficile de savoir si le ton polémique du rapport de Zermelo est sucité
par une mauvaise compréhension des intentions de Godel ou s'il exprime un désaccord de
fond sur les idées de celui-ci. Ce n’est qu’en 1946 que Gédel propose que des recherches
soient consacrées aux langages infinis (cf. Godel 1946, pp. 85-6). 1l suggérera par la suite
(cf. Godel 1931, p. 195, Note added 28 August 1963, note 70) de ne pas étendre le terme
de “systéme formel” aux systémes utilisant un langage infini.
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Je crois tout d’abord que la définition d’““analytique” pour la langue
¢largie ainsi par conséquent que celle de la W-démonstration (") sont
erronées. Vous indiquez des régles par lesquelles la question de savoir si
une formule est analytique se réduit 4 la méme question concernant
d’autres formules. De ce fait le concept d’““analytique” n’est défini que
si ce procédé reconduit toujours a des formules dont il est par ailleurs
établi qu’elles sont analytiques (par exemple 0=0). Mais ceci, me semble-
t-il, n’est pas toujours le cas. Car prenons par exemple la formule (F) F(0)
V= F(0); afin de déterminer si elle est analytique, il faut le déterminer
pour toutes les formules de la forme P(0) v = P(0). A cette fin, il faut
remplacer chaque constante de prédicat P par sa définition; mais dans
celle-ci peuvent figurer de nouveau des variables de prédicats liées et ainsi
de suite, de sorte que I'on tombe dans un regressus in infinitum. Cela
devient particuliérement manifeste par le fait que, dans certaines circons-
tances, la méme formule peut revenir sans arrét. Si par exemple, dans la
formule (F) . (F(0) v 0=0, on prend pour F la constante de prédicat
(F) F(x) et si on développe la forme normale, on obtient toujours de nou-
veau la formule de départ. On ne peut & mon avis éviter cette erreur que
si 'on admet comme domaine des variables de fonction non pas les pré-
dicats d’un langage particulier, mais tous les ensembles et relations en géné-
ral* C'est en me fondant sur cette idée que je proposerai une définition
de “vrai” dans la seconde partie de mon travail; (') je crois qu'on ne
peut pas faire autrement et que le calcul des fonctions d’ordre supérieur
ne peut pas &tre congu de maniére sémantique. (**) En d’autres termes,
on peut naturellement construire un calcul des fonctions d’ordre supé-
rieur sur une base sémantique, mais les lois dont on a besoin pour la théo-
rie classique des nombres réels ne sont dans ce cas pas satisfaites parce
gu’on sera nécessairement ramené 2 la théorie des types ramifiés (sans
axiome de réductibilité).

J’ai aussi une objection a I'encontre de la transposition descriptive de
la preuve d’indécidabilité p. 308 sqq. Le nombre e et la formule G, me
semblement étre définis circulairement. Car e est défini comme “le nom-
bre de série de 'ensemble des formules atomiques qui énoncent que la
formule G, va des places a 2 a+16” (p. 309). Ainsi G intervient dans la

* Ceci ne met pas en jeu quelque chose comme un point de vue platonicien, car je dis
que cette définition d*“‘analytique” ne peut &tre construite qu’a I'intérieur d’une langue dans
laquelle on dispose déja des concepts d*‘ensemble” et de “relation”.
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définition de e, tandis que réciproquement e intervient dans la définition
de G. Cela ne veut naturellement pas dire qu’il ne peut exister un nom-
bre e et une formule G, ayant les propriétés énoncées par les deux défi-
nitions. Mais il faudrait démontrer spécialement leur existence, ce qui
nécessitera probablement de nouveau une forme de I'argument diagonal.

Je n’ai pas bien compris pourquoi vous utilisez deux sortes de varia-
bles de fonctions (a" et p"). Une seule doit pouvoir suffire.

Jaimerais encore vous poser une question. Sauriez-vous si Frege a publié
en dehors de ’Appendice aux Grundgesetze d’autres écrits concernant les
antinomies ? Il a pourtant vécu encore de longues années, autant que je
sache, aprés 1903; il serait étonnant qu’il n’y soit plus revenu par la suite.
De fagon générale, connaissez-vous des publications postérieures a la paru-
tion des Grundgesetze?

Avez-vous déja lu la critique insensée qu’a publiée Zermelo de mon tra-
vail dans le dernier numéro du Jahresbericht, 2éme partie, p. 87? (