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Introduction

Nous avons trouvé une méthode qui permet d’associer a chaque for-
mule bien formée d’un systéme de logique modale un nombre naturel inva-
riant pour toutes les formules qui appartiennent a la méme classe
d’équivalence que la premiére.

En particulier, étant donné que la méthode associe 4 toutes les tautolo-
gies du systéme le nombre 0(') et  toutes les contradictions du systéme
un certain nombre ®(*), il suffit de calculer le nombre qui, en vertu des
associations fondamentales, reste associé a n’importe quelle formule, pour
décider si cette derniére est tautologique ou contradictoire.

D’autre part, toute les relations logiques reliant deux formules quel-
conques du systéme — par exemple, des implications, des incompatibili-
tés, des oppositions contradictoires ou des disjonctions — sont
immédiatement révélées par un simple examen oculaire des nombres asso-

(") Etant donné que Popérateur arithmétique qui traduit la disjonction de plusieurs for-
mules est linfimum binaire de leurs nombres caractéristiques (voir le paragraphe 2.2), le
nombre associé a la disjonction de deux formules contradictoires (ou de foufes les formu-
les) est I'infimum binaire de deux nombres complémentaires (ou de fous les nombres), cest-
a-dire le 0.

(®) Etant donné que l'opération arithmétique qui traduit la conjonction de plusieurs for-
mules est le supremum binaire de leurs nombres caractéristiques (voir le paragraphe 2.2),
le nombre associé a la conjonction de deux formules contradictoires (ou de toutes les for-
mules) est le supremum binaire de deux nombres complémentaires (ou de fous les nom-
bres), cCest-a-dire, le nombre ¢. La valeur de & dans notre cadre actuel, limité a la considération
des formules formées de 2 variables propositionnelles au plus (p et g) est le nombre hexadé-
cimal EFFF.FFF. (Sur la nécessité d’éviter la variation de @ en fonction du nombre des varia-
bles voir nos observations dans la Conclusion).
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ciés aux formules données et une rapide vérification manuelle(’) fondée
sur la comparaison des chiffres du méme rang de ces nombres, écrits en
hexadécimal(*).

En effet, comme nous allons le constater par la suite, la comparaison
précitée peut nous conduire de fagon immeédiate a des résultats logiques,
en vertu de conditions arithmétiques du type suivant:

a) une formule g(p, q)(°) du systéme implique une autre formule h(p,
q) de ce dernier si et seulement si chaque chiffre du nombre N(g(p, q))
associé a la premiére absorbe binairement(®) le chiffre du méme rang du
nombre N(h(p, q)) associé a la deuxiéme;

b) deux formules g(p, q) et h(p, q) du systéme sont incompatibles si
et seulement si pour chaque couple de chiffres du méme rang de leurs
nombres caractéristiques respectifs N(g(p, q)) et N(h(p, q)), le supremum
binaire(’) des deux chiffres est égal @ F (le plus grand chiffre hexa-
décimal(®));

¢) deux formules g(p, q) et h(p, q) du systéme sont contradictoirement
opposées si et seulement si pour chaque couple de chiffres du méme rang
de leurs nombres caractéristiques respectifs N(g(p, q)) et N(h(p, q)), la
somme des deux chiffres est égal @ F;

d) la disjonction de deux formules g(p, q) et h(p, q) du systéme est
tautologique si et seulement si pour chaque couple de chiffres du méme
rang de leurs nombres caractéristiques respectifs N(g(p, q)) et N(h(p,q))
le infimum binaire(’) des deux chiffres est égal a 0.

Si maintenant nous supposons que les deux nombres caractéristiques
N(g(p, q)) et N(h(p, q)) respectivement associés aux deux formules g(p,
q) et h(p, q) du systéme s’écrivent en hexadécimal de la fagon suivante:

() La vérification peut &tre effectuée automatiquement, méme avec des tres petites cal-
culatrices portatives du type HP-16C, comme nous I'indiquons dans le paragraphe 2.3 par
I'application des opérations “AND”, “OR” ou “NOT” 4 des nombres écrits en hexadécimal.

(*) Voir le début du paragraphe 2.3.

(*) Nous nous limitons dans cette étude a la considération des formules qui contiennent
un nombre quelconque d’occurrences des deux variables propositionnelles p et q.

(®) Le Tableau IV donne la table des valeurs de la relation arithmétique X : Y (X absorbe
Y) pour chaque couple ordonné des valeurs des nombres 4 un chiffre hexadécimal X et Y.

("y Le Tableau III donne les valeurs du supremum binaire [X, Y] pour chaque couple
de valeurs des nombres a un chiffre hexadécimal X et Y.

(® Fg = 15,, (F en base 16 = 15 en base 10).

(9) Le Tableau Il donne les valeurs de U'infimum binaire (X, Y) pour chaque couple de
valeurs des nombres & un chiffre hexadécimal X et Y.



IDENTIFICATION ET ANALYSE... 403

N(g(p, 9)) = G = G,GG;G,G,G,G, (G, =0,1,2, .., A, B,C,
D, E, F)

et
N(h(p, @)) = H = H;HHHH,H,H,,

nous pourrons écrire ces conditions arithmétiques nécessaires et suffisantes
pour décider des relations logiques précitées entre deux formules du
systéme de la fagon suivante:

a) g(p,q) > h(p,q@) ssi ¥, G : H (G absorbe H),

b) g(p, @) | h(p, q) ssi v, [G;, H] = F (supremum de G,
et H, égal 4 F);

¢) g(p, @ w h(p, qQ) ssi Vi G+ H =F (sommedeQG,et
H, égal a F);

d) g(p, @) v h(p, q) ssi ¥ (G;, H) = 0 (infimum de G, et
H, égal a 0).

Finalement, I’analyse de la composition binaire('’) du nombre associé
a une formule donnée — analyse dont la réalisation manuelle est extré-
mement simple lorsque le nombre est écrit en hexadécimal — permet
d’obtenir de fagon immédiate ’expression de la premiére sous sa forme
normale conjonctive, fournissant en conséquence, pour ainsi dire, la véri-
table carte d’identité logique de chaque formule du systéme modal.

La méthode ici décrite constitue donc une nouvelle méthode de déci-
sion, de nature entiérement arithmétique, pour la logique modale.

Pour exemplifier convenablement cette méthode, il nous parait logique
et naturel de choisir comme systéme initial de référence — a partir duquel
il sera possible d’examiner des applications plus spécifiques — le noyau
d’équivalences commun a tous les systémes classiques de logique modale
— par exemple, aux systéme T, S, et Sy(*') —.

(:0) La composition binaire d’'un nombre X, exprimée par la somme des puissances de
2 (deux a deux différentes) égale a X, peut étre écrite de la facon suivante:

n-1 .
X= L X x2 =X x2%+ X %2+ X x2)+ .+ (X, x 2"
- X, =01

(“) Nous donnerons pour ces trois systémes “classiques” ou “normaux” de la logique
modale, les références précises suivantes:

Le systéme T de Feys est exposé pour la premiére fois par le logicien belge dans son arti-
cle “Les logiques nouvelles des modalités”, Revue Néoscholastique de Philosophie, Vol.
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Ce systétme — dont les axiomes (fous sous forme d'équivalences), les
définitions et les régles seront énumérées plus loin — sera appelé “systéme
équivalentiel commun de logique modale” et désigné de fagon abregée
par les initiales de ce nom, dans 1’ordre anglais (“CESML")(*?).

Il est clair qu’a partir de ce systéme initial d’équivalences communes
a tous les systémes classiques de logique modale, I'introduction ultérieure
de certains axiomes de réduction — comme ceux de S, et de S,(**) —, se

40 (1937), pp. 517-553 et Vol. 41 (1938), pp. 217-252. Ses postulats — axiomes, régles et défi-
nitions — sont synthétisés par Robert Feys lui-méme dans [1], § 81.1, pp. 123-124 et présen-
tés également, avec les principaux théorémes qui en découlent, par Hughes et Cresswell dans
[3], pp. 30-42.

Le systéme fut ainsi désigné par Boleslaw Sobocinski en 1953, dans son article “Note
on a modal system of Feys-Von Wright”, The Journal of Computing Systems, Vol. 1 (1953),
pp. 171-178, ou le logicien polonais montra que T est déductivement équivalent au systéme
M de Georg Henrik Von Wright.

Le systéme M de Von Wright est exposé pour la premiére fois par le philosophe finlan-
dais dans son livre An Essay in Modal Logic, [1951], Appendice II, pp. 84-90. Ses postulats
— axiomes, régles et définitions — sont synthétisés aussi par Feys dans [1], § 81.2, p. 124.

Le systéme S, fut ainsi désigné par Lewis et Langford dans le cadre des systémes modaux
successifs étudiés par ces auteurs. Les fondements du systéme ont été exposés dans leur grand
ouvrage classique Symbolic Logic [5], Appendice Il, pp. 492-502. Dans [19], Appendice
II, p. 90, Von Wright signala que S, est équivalent a son systéme M’, dont les fondements
sont établis dans le m&me ouvrage, pp. 84-85. Sobocinski, dans l'article ci-dessus mentionné,
démontra cette équivalence. S, est aussi synthétisé dans [1], Section VI, pp. 92-114 et dans
[3], pp. 46-49.

Le systéme S; fut aussi désigné de cette maniére par Lewis et Langford. Les fondements
de ce systéme sont exposés également dans [5], a coté de ceux de S4. S5 est synthétisé aussi
dans [1], Section 7, pp. 115-121 et dans [3], pp. 49-60. Dans [19], Appendice II, p. 90, Von
Wright signala I'équivalence entre Sg et son systéme M", dont le fondements sont établis
dans le méme ouvrage, pp. 84-85. Sobocinski, dans I'article ci-dessus mentionné, démontra
cette équivalence.

() Common Equivalential System of Modal Logic.

(**) Laxiome de réduction qui caractérise le systéme S, est formulé de la fagon suivante:

1. par Lewis et Langford, dans [5), Appendice II, p. 497:
Cl0. ~M~p 2 ~M~ ~M~p
que nous pourrions écrire de la fagon suivante:
Lp 3 LLp *)

Or, comme I'implication stricte de sens inverse & limplication (*) appartient aussi au systéme
S,, ce dernier admet I’équivalence stricte suivante:
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reflétant par un accroissement du nombre des équivalences et par une
réduction corrélative du nombre des classes d’équivalence, devra se réper-
cuter sur I’association entre les formules et leurs nombres caractéristiques,
afin que, lors de l'arithmétisation des systémes S,, S;, etc., invariance
de chaque nombre caractéristique par rapport a toutes les formules de
la méme classe d’équivalence — invariance qui est la clef de la méthode
— soit préservée.

Lp = LLp **)
2. par Von Wright dans [19], Appendice II, p. 84:
C.1. MMP — Mp. The First Axiom of Reduction.

3. par Hughes et Cresswell, dans [3], p. 46:

A7. Lp - LLp

4. par Feys dans [1], section 6, p. 92:

60.01. MMp < Mp

alternativement avec I'axiome dual du précédent:

60.02. Lp 2 LLp

Laxiome de réduction qui caractérise le systéme S; est formulé, lui, de la fagon suivante:
1. par Lewis et Langford, dans [5], Appendice II, p. 497:

Cll. Mp 2 ~M ~Mp

que nous pourrions écrire de la fagon suivante:

Mp =< LMp (***)

Or, comme I'implication stricte de sens inverse a I'implication (***) appartient aussi au
systéme Ss, ce dernier admt ’équivalence stricte suivante:

Mp = LMp (+***)

2. par Von Wright dans [19], Appendice II, p. 84:

C.2. M~ Mp = ~Mp. The Second Axiom of Reduction.

3. par Hughes et Cresswell, dans [3], p. 49:

A8. Mp - LMp

4. par Feys dans [1], Section 7, p. 115:

70.01. Mp < LMp

d’ou il déduit ’équivalence stricte suivante:

70.11 LMp = Mp

ainsi que I'équivalence stricte, duale de la précédente:

70.12. MLp = Lp

En 1956, A. N. Prior affirma dans [8], p. 60, qu’il est possible d’obtenir un systéme équi-
valent d S; en ajoutant 4 n’importe quelle base compléte pour le calcul propositionnel clas-
sique les trois axiomes suivants:
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La recherche des procédés les plus simples et les plus pratiques pour
arriver a ces nouveaux résultats constituera la deuxiéme phase de notre
travail.

1. Le systéme équivalentiel commun de logique modale CESML

Dans le but de délimiter avant tout Pensemble des classes d’équivalence
commun a tous les systémes classiques de logique modale, notre premiére

Gl. L(p~q) ~ (Lp—~La)
G2. Lp—p
G3. ~Lp~L~Lp

Prior signale que I'équivalence entre le systéme mentionné et S a été prouvée par Godel
dans “Einer Interpretation des intuitionistischen Aussangenkalkiils”, Ergebnisse eines mathe-
matischen Kollogquiums, Heft 4 (1933), pp. 39-41.

D’autre part, Kripke, dans [4], p. 1, reprend sous la forme suivante les trois axiomes de
Godel:

Al: Lp—p (égal 2 G2.)
A2: ~Lp—~L~Lp (égal & G3))
et A3: L(p—~q) ~ (Lp~Lq) (égal 2 G1.)

pour sa formalisation du sysréme S;.
Lewis et Langford signalent aussi dans [5], Appendice II, p. 501 que /e systéme S peut
étre obtenu en ajoutant au systéme S, I'axiome suivant:

Cl2.p = ~M ~Mp
que nous pourrions écrire de la fagon suivante:
p 3 LMp

et que Becker avait appelé l'axiome de Brouwer.
Rappelons que, par 'application réitérée des quatre équivalences suivantes (vor [3], p. 44):

Rl. Mp = LMp
R2. Lp = MLp
R3. Mp = MMp
R4. Lp = LLp

obtenues des axiomes de réduction, foute formule bien formée de S; peut étre réduite @
une formule de degré modal non supérieur a 1 (Cest-a-dire, de degré modal 0 ou de degré
modal ).

Voici, a ce propos, la définition précise de degré modal, donnée par W. T. Parry, “Moda-
lities in the Survey system of strict implication”, The Journal of Symbolic Logic, Vol. 4
(1939), pp. 131-154, a la page 144:
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tiche doit étre, 4 notre avis, essayer de fonder tout le systéme des théses
partagées par les différentes doctrines modales généralement acceptées
exclusivement sur des formules — axiomes ou définitions — ayant la forme
d’équivalences.

Dans cette perspective, il nous faudra:

a) d’une part, choisir parmi les formules fondamentales universelle-
ment acceptées en logique modale qui ont déja la forme d’une équiva-

Y

lence, celles qui sont les plus appropriées A& notre but;

b) d’autre part, remplacer les formules fondamentales universellement
acceptées aussi en logique modale mais qui n'ont pas la forme d’une équi-
valence mais une autre forme — par exemple, celle d’une implication ou
d’une disjonction — par des équivalences pouvant exprimer dans leur
ensemble les mémes lois ou contenus logiques que I'ensemble des formu-
les remplacées.

1. une variable propositionnelle est de degré 0,
2. Si a est de degré n, alors ~ a est de degré n;
3. Si @ est de degré n et B est de degré m, alors,
sinZm, (avp) est de degré n;
simzZn, (aVp) est de degré m;
4, Si o est de degré n, alors La est de degré n+1.

La possibilité de réduction ci-dessus énoncée est généralement désignée et formulée de
la fagon suivante (voir [3], p. 51):

Théoréme de réduction de Ss:

Toute formule de degré superieur a I peut étre réduite dans S d une formule de pre-
mier degré.

Avec ce théoréme, nous arrivons a une conclusion importante pour I'utilisation de notre
méthode d'arithmétisation comme méthode de décision, en conjonction avec les quatre équi-
valences Rl, R2, R3 et R4, de toutes les formules bien formées dans le systéme S;.

Nous décrirons ci-dessous la maniére d’appliquer cette méthode:

Soit une formule quelconque g, bien formée dans S;.

Nous procédérons de la fagon suivante:

a) Si g est de degré modal 0 ou I, on calcule son nombre caractéristique N(g) par I'appli-
cation des associations établies sous 2.1 et 2.2 et on applique, sur la base de ce nombre
Nfg), la méthode arithmétique de décision décrite sous 2.3.

b) Si g est de degré modal supérieur @ 1:

b;) On trouve, par /aplication réitérée des équivalences R1, R2, R3 et R4, une formule
g' de premier degré équivalence a g;

b,) On appligue a g! la méthode décrite sous a) ci-dessus;

b;) On applique a la formule g initialement donnée les conclusions obtenues par a) pour
sa formule équivalente de premier degré g'.
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Ainsi, par exemple, si nous exprimons les principes classiques qui réglent
le comportement logique de 'opérateur modal “il est possible que” (M)
par rapport a la disjonction, d’abord, et 4 la conjonction, ensuite, respec-
tivement par l'assertion suivante d’une équivalence:

~ M(pVq) < MpVvMq(*) §))

(assertion de la loi de distributivité de M par rapport a la disjonction)
et par la couple d’expressions suivantes (dont la premiére est /‘assertion
d’une implication et la derniére le rejet de l'assertion de l'implication
inverse):

+ M(p&q) » Mp&Maq("”) (2a)
et non - (Mp&Mq) -+ M(p&q) (2b)

(donc, non assertion de la distributivité de M par rapport a la conjonction),
nous assumerons, d’'une part, l'équivalence dont I'assertion constitue
Pexpression (1) parmi nos équivalences de base et nous remplacerons,
d’autre part, (2a) et (2b) par une équivalence du type suivant:

M(p&q) < Mp&Mq&m(p, q) 2*)

dont le troisi¢éme membre de la partie de la formule a droite du symbole
d’équivalence est une fonction modale de p et g qu’il nous faudra inter-
préter et exprimer convenablement.

Nous admettrons pour 'instant que m(p, q) exprime une certaine com-
patibilité logique('®) de p et q indépendante de la possibilité de p (Mp)

" Voir [19], p. 17, ii, 2.

(%) Voir [19], p. 17, ii, 1.

(%) Nous considérons cette compatibilité Comp(p, q) de deux propositions p et q comme
une condition nécessaire mais non suffisante pour la possibilité M(p & q) de leur conjonction.

I1 est clair que cette acception du terme ‘compatibilité’ est différente de I'acception géné-
ralement acceptée par plusieurs logiciens d’aprés laquelle compatibilité de p et q et possibi-
lité de la conjonction de p et g sont des notions équivalentes. La compatibilité de p et q
impliquerait, donc, a la fois, que p soit possible et que g soit possible. (Voir, par exemple,
Von Wright [19], p. 8: “Two propositions are incompatible, if their conjonction is impossi-
ble (and compatible if it is possible)” et p. 9: “The proposition that the propositions expressed
by a and by b are compatible can be expressed by M(a&b)”).

Or, si dans des travaux précédents (voir, par exemple, [14]), nous avons utilisé cette acception
Jforte du terme ‘compatibilité’, nous constatons aujourd’hui que, dans notre but actuel, il
est indispensable de considérer, a c6té d’elle (exprimée par nous aussi sous la forme ‘M(p&q)’,
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et de la possibilité de q (Mq) et nous écrirons ainsi 'équivalence cherchée
de la fagon suivante:

M(p&q) < Mp&Mq&Comp(p, q) )

Nous exprimerons également par des équivalences analogues
M(p& ~ q), M(~p&q) et M(~ p& ~ q).

une acception plus faible dont les valeurs de vérité puissent étre indépendantes des valeurs
de vérité de Mp et Mg.

Cette acception faible de la compatibilité peut satisfaire pleinement les conditions initia-
les établies par Lewis et Langford lorsq’ils introduisent leur relation de consistance pog
a la page 153 et suivantes de leur ouvrage Symbolic Logic [5]:

“When we speak of two propositions as ‘consistent’, we mean that it is not possible, with
either one of them as premise, to deduce the falsity of the other. Thus if p < q has the
intended meaning “q is deducible from p”, then “p is consistent with q” may be defined
as follows:

17.01. pog = ~(p 2 ~ Q)
17.1. p&q < pog

Any two propositions, both of which are true, must be consistent. The implication is not
reversible: two propositions may be consistent though one is false and the other true, or
though both are false” ([5], pp. 153-154).

Dans notre cadre actuel, la vérité de chacune des propositions Mp, Mq et Comp(p, q)
est nécessaire pour la vérité de M(p&q) mais aucune de ces trois vérités n’est, a elle seule,
suffisante pour la vérité de M(p &q). Chacune des trois propositions peut prendre ses valeurs
de vérité indépendamment des autres. Est il est indéniable que ces conditions formelles admet-
tent des interprétations assez acceptables du point de vue intuitif. Voyons un exemple:

Soient les huit propositions suivantes:

A = j%cris un article dans ma bibliothéque & Genéve;

F = j%coute les noces de Figaro;

G = Je rencontre M. Grize a Neuchitel;

K = M. Kalinowksi retourne au jour de son jugement, au sein d’un jury a Neuchdtel,
de ma these “Calcul des Normes™;

T = Je retourne au jour de la présentation de ma thése “Calcul des Normes” devant
un jury a Neuchitel;

M, = je retourne au jour de mon mariage;

N = je retourne au jour de ma naissance;

M, = ma femme retourne au jour de son mariage.

Nous pouvons maintenant supposer que les variables propositionnelles p et q peuvent
prendre leurs valeurs dans I'ensemble {4, F G, K, T, M,, N, M,} et essayer de construire,
pour certains couples de valeurs de p et q, une table des valeurs de Mp, Mq, Comp(p, q)
et M(p&q), de telle sorte que ces valeurs harmonisent avec notre intuition concernant la
notion de compatibilité (ou de consistance, d’aprés la terminologie de Lewis et Langford).
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Considérons maintenant ’équivalence suivante du calcul proposition-
nel CP:

pe (Ve & (PV~q (PM, 4.43)(")

Cette équivalence nous permettra de substituer, dans les expressions (2a)
et (2b), respectivement :

Voici, dans ce cadre, un exemple de table de valeurs qu’a notre avis, ne choque pas cette
intuition.

Valeurs Valeurs Vualeurs de vérité de

dep degq Mp Mg Comp(p, q) M(pdg)

A F 1 1 1 1

A G 1 1 0 0

K T 0 0 1 0

A N 1 0 0 0

M, M, 0 0 1 0

M, N 0 0 0 0
Commentaires :

Deuxiéme ligne: A est bien possible et G lest aussi, mais Comp(A, K) est faux, parce
que je ne peut pas me trouver a la fois 4 Genéve pour écrire mon article et & Neuchétel
pour avoir 'agréable surprise d’y rencontrer M. Grize.

Troisiéme ligne. K et T sont impossibles I’'un et l'autre; or, non seulement Comp(X, T)
n'est pas faux, mais encore M T impliquerait MK dans la mesure ou si, dans un monde pos-
sible, je pouvais retourner au jour de la présentation de ma thése “C. des N2, M. Kalinowski
devrait pouvoir retourner, lui aussi, a4 ce jour, pour juger la thése mentionnée.

Cinquiéme ligne. M, et M, sont impossibles I'un et I'autre; or, non seulement Comp(M,,
M) n'est pas faux, mais encore il est légitime de prétendre que si, dans un monde quel-
conque, je pouvais retourner au jour de mon mariage, ma femme devrait pouvoir retourner
au jour de son mariage (qui fut le mien), puisque si je retourne la-bas, il serait nécessaire
de la rencontrer.

etc., etc., etc.

Or, cette acception de la compatibilité (ou de la consistance) pourrait peut-étre se distin-
guer de la compatibilité forte de la fagon suivante:

Compatibilité forte de p et ¢ =p; M(p&q)

Compatibilité faible de p et ¢ =p; MM(p&q)

Cette distinction des deux acceptions de ‘compatibilité' faciliterait peut-&tre, 4 notre avis,
une formalisation cohérente de situations avec différents mondes possibles et/ou différents
niveaux de possibilité.

(!"y PM, suivi de 4.43 ou d’un autre numéro indique que la formule se trouvant dans
la méme ligne, a gauche, correspond a la thése de Principia Mathematica [18] désigné de
cette maniére par MM. Whitehead et Russell.
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p a p&q
pVvq a p
et pv~q a q

afin d’obtenir les expressions suivantes, qui doivent étre acceptées par les
systémes modaux qui acceptent les principes exprimés par (2a) et (2b),
au méme titre que ces derniers:

+ Mp - M(pvg) & M(pV ~q) (2a%)
et non + (M(pvq) & M(pVv ~q) = Mp) (2b*)

Maintenant, pour remplacer (2a*) et (2b*), dans notre systéme par une
équivalence exprimant Mp sous forme d’une conjonction des disjonctions
appropriées, substituons d’abord dans la tautologie (PM, 4.43) ci-dessus
du calcul propositionnel, respectivement :

MP a p
Cont g a q
et ~Cont g a ~q

afin d’obtenir /"équivalence suivante:
Mp < (MpVvCont q) & (MpV ~ Cont q) 3)

Or, étant donné que 'opérateur “il est contingent que” (Cont) est défini
de la facon suivante:

Cont p < Mp&M ~ p(*®), @)

le premier membre de la partie 4 droite du symbole d’équivalence, dans
la formule (3) ci-dessus, peut &étre transformé en vertu des équivalences
suivantes:

MpV Cont q < MpV (Mq&M~q) (par (4)
aprés q/p)
Mpv(Mg&M ~ q) « (MpVvMgq) & (MpVM ~ q)

(par PM, 4.41)
(MpvMgq) & MpvM ~q) < M(pvq) & M(pV ~q)
(par (1))

("® Voir [19], p. 8: “If a proposition and its negation are both possible, the proposition
is called contingent™; ibid., p. 9: “The proposition that the proposition expressed by a is
contingent can be expressed by Ma & M ~ a”.
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Si nous remplagons maintenant dans la formule (3):
(Mp Vv Cont q)

par son équivalent d’aprés la chaine d’équivalences ci-dessus:
M(pVvq) & M(pV ~ q)

la formule (3) pourra &tre remplacée par la formule équivalente (5) ci-
dessous:

Mp < M(pvq) & M(pV ~ q) & (MpV ~ Cont q) (%)

Nous exprimerons également par des équivalences analogues M ~ p,
Mg et M ~ q.

Considérons maintenant une autre formule classique, la formule sui-
vante dérivée du principe spécial de possibilité de Von Wright('®):

MpVM ~ p(*) ©

Etant donné que (6) est une tautologie (#) de la logique modale, nous
pouvons la remplacer dans notre systéme d’axiomes par 1’équivalence
suivante:

MpVM ~p © ¢ (7

Soit maintenant I'axiome de possibilité suivant, dérivé du principe géné-
ral de possibilité de Von Wright(*):

p—~Mp(*) (8)
Nous pouvons remplacer (8) par I’équivalence suivante:

p=Mp&p ¢)]

(**) Voir [19], p. 13.

(®% Voir [19], p. 13: “Since a V ~ a expresses the tautology of the proposition expres-
sed by a, it cannot be the case that both Ma and M ~ a express false propositions. The
above restrictioncan be laid down as a (Special) Principle of Possibility:

Any given proposition either is itself possible or has a negation that is possible”,

') Voir [19], p. 21: “(General} Principle of Possibility:

If a proposition is true, then it is also possible”,

(3% Voir [19], p. 84:

“Axioms:

Group B. 1. a = Ma. The Axiom of Possibility”
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puisque nous avons 1'équivalence suivante de (8) et (9):
(p—Mp) « (Mp&p) < p) (en vertu de PM, 4.71)

Or, les formules (8) et (9) ont leurs duales, reliant Lp (“il est necessaire
que p”) et p, si nous admettons une autre formule classique universelle-
ment admise par les systémes modaux, la définition suivante de I'opéra-
teur “il est nécessaire que” (L) en fonction de 'opérateur “il est possible
que” (M) et de la négation:

Lp ¢ ~M~p(®) (10)
Nous avons, en effet, la chaine d’équivalences suivante:

(p—Mp) < (~Mp— ~p) (par PM, 4.1)

(~Mp— ~p) < (~M~p—p) (par ~p/pet

PM, 4.13)

(~M~p~—p) < (Lp—p) (par (10))

De (8) nous déduisons donc, par la chaine d’équivalences précédente,
la duale (11) ci-dessous:

LP—p 1)

Or, nous pouvons remplacer (11) par la formule équivalente (12) ci-
dessous:

P < (Lpvp) (12)(par PM, 4.72)

Finalement, nous déduirons des équivalences (9) et (12) I’équivalence
(13) suivante:

p < Mp & (LpVp) (13)

que nous assumerons dans notre systéme d’axiomes parce qu’elle relie pos-
sibilité, vérité et nécessité dans une seule équivalence.

Nous compléterons notre systéme par ’inclusion de la définition clas-
sique de I'implication stricte:

** Voir [1], Ch. II, Sect. 3, p. 44:

30.36. ‘Lp’ for ‘~ M ~ p".

Voir aussi [19], p. 9: “The proposition that the proposition expressed by a is necessary,
is the negation of the proposition that its negation is possible. It can thus be expressed by
~M ~ a. We shall alsu use the shorter expression Na”.
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P24 =pr L(P— Q) (14)

parmi les définitions de ce dernier.

Nous fonderons donc notre systéme équivalentiel commun de logique
modale CESML sur 8 équivalences spécifiques de cette logique. Nous les
distribuerons en deux groupes: le premier, formé de 5 axiomes et le
deuxiéme de 3 définitions, de la facon suivante:

Axiomes Numéro de la formule dans le texte
Al 0

A2 (5)

A3 )]

A4 (2)

A5 (13)

Définitions

[Def L] (10)

[Def Cont] 4)

[Def < ] (14)

Le systéme équivalentiel commun de logique modale CESML.

Axiomes

AQ. Toutes les tautologies du calcul propositionnel CP.
Al M(pvq) <+ MpVvMq

A2, Mp <  M(pvq) &MV ~q)&MpV ~ Cont q)
A3. MpVM~p « ¢

Ad, M(p&q) <  Mp & Mg & Comp(p, q)

AS. p <+ Mp & (LpVp)

Définitions

[Def L] Lp =pr ~M~p

[Def Cont] Cont p = Mp& M~p

[Def 2] pP=q =pr L(P—~Q)

Reégles de formation

RF1. Une formule du calcul propositionnel CP seule ou précédée de M,
L ou Cont est une formule bien formée;

RF2. Une formule bien formée précédée de ~ est une formule bien
Sformée;
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RF3. Deux formules bien formées reliées par v, &, —, <, | ou w cons-
tituent une formule bien formée;

RF4. Une formule bien formée contenant au moins une occurrence de
M, L ou Cont et précédée de M, L ou Cont est une formule bien
Sformée de degré modal supérieur a 1.

Régles de transformation

RT1. Régle de substitution uniforme;

RT2. Régle de dérivation ou modus ponens:
g(p, 9) ~ h(p, q), &P, @) + h(p, q);

RT3. Régle de nécessitation:

Si ~ g(p, q), alors — Lg(p, q).

Note

Dans cette étude, nous associons initialerment un nombre caractéristi-
que a toute formule de degré modal non supérieur a 1 (construite donc
sans l'application de la régle RF4).

Pour I'application de la méthode arithmétique de décision (voir le para-
graphe 2.3 ci-dessous) aux formules de degré modal supérieur a I (cons-
truites en appliquant RF4), il faudra procédér de la fagon suivante:

1. Dans le cas du systéme S;, on suivra les indications données a la
fin de la note 13 de cette étude;

2. Dans le cas des systémes moins forts que S;, on simplifiera la for-
mule donnée remplacant d’abord chacune des parties maximales de degré
modal 0 ou 1 par son nombre caractéristique, entre parenthéses et en appli-
quant ensuite /es réductions autorisées par le systéme considéré.

Pour une arithmétisation directe exhaustive de chaque systéme de logi-
que modale, il faudra suivre, a notre avis, les critéres suggérés dans la Con-
clusion et la Note 39.

2. Fondements de Uarithmétisation du systéeme modal CESML(**

2.0. Systéme de numération hexadécimal (de base 16)

Nous associerons initialement a toute formule bien formée de degré
modal 0 ou 1 (voir la Note & la fin du paragraphe 1) un nombre naturel

(% 1l nous parait instructif de comparer cette arithmétisation de la logique modale a
celle que nous avons proposé récemment dans [16] pour la logique déontigue, afin de cons-
tater les analogies et les contrastes formels des deux types de systémes.
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(positif ou zéro) de 7 chiffres hexadécimaux 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9,
A (=10y), B (=11y), C (=12y), D (=13,)), E (=14yp), F (=15,9), en omet-
tant d’écrire, lorsque le nombre a moins de sept chiffres significatifs, les
zéros 4 gauche de ces chiffres.

2.1. Nombres associés aux composants conjonctifs initiaux des formules

du systéme.
N(M(pVq)) =2°=1]  N(MpV ~ Cont q) =2442° =210
N(M(pV ~ q)) =2'=2 NM~pv~Contq =2"+2"=480
NM(~pvq)  =2"=4 NMqV~Contp)  =2°+2° =140
NM(~pV~q) =2'=8 NM~qVv~Contp) =2°+2"=820
N(Comp(p, q) =2242" 122 = 421000
N(Comp(p, ~ q)) =28 4242 =218.000
N(Comp(~ p, q)) =2"42" +2% = 184.000

N(Comp(~p, ~q)) =2"+2%4+2%=842.000

2.2. Opérations, relations et constantes arithmétiques respectivement asso-
ciées aux opérations, relations et constantes logiques

Formules logiques g h, .. N(g), N(h), ... = FEFFEFFF(®) Entiers en hexadécimal
Opérations logiques Opérations arithmétiques

Négation ~g FFFEFFF-N(g) Complément binaire(%) (Tubleau I)
Disjonction gvh (N(g), N(h)) Infimum binaire(”) (Tableau IT)
Conjonction g&h [N(g), N(h)] Supremum binaire(*®) (Tableau mnn
Relations logiques Relations arithmétiques

Implication g—~h N(g@ : Nh Absorption binaire(*®) (Tableau IV)

(25) Voir nos observations dans la Conclusion sur I'utilité d’une expression du nombre
& (associé a toute contradiction) invariante par rapport au nombre des variables proposi-
tionnelles prises en considération, ainsi que notre suggestion dans ce sens a la note 39.

(*%) Le complément binaire d’'un nombre N, écrit en hexadécimal, est le nombre dont
chaque chiffre est égal au complément 4 F (F-N,) du chiffre N; du méme rang du nombre
donné N.

(27) Linfimum (N(g), N(h)) (respectivement s ~mum [N(g), N(h)]) binaire de deux
nombres N(g), N(h) est le nombre dont le chiffr. . rang i est 'infimum (respectivement
supremum) binaire des chiffres du méme rang des deux nombres donnés.

(%) Voir la note 27.

(**) Un nombre N(g) absorbe un autre nombre N(h) si et seulement si chaque chiffre
de N(g) absorbe le chiffre du méme rang de N(h).
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Equivalence g+ h N(g) = N(h) Egalité

Contradiction gwh [N(g), N(h)] = FFFEFFF(Y%

Incompatibilité glh N(g) + N(h) = FFFEFFF()

Constantes logiques Constantes arithmétiques

Tautologie t 0 Zéro

Contradiction f 281 =FFFEFFF(*}) Supremum de ensemble(*?) des

nombres caractéristiques

2.3 Méthode arithmétique de décision pour le systéme CESML
Une formule bien formée g(p, q) de degré modal 0 ou 1 est

1. prouvée
2. refutée

dans le syst¢éme CESML si et seulement si on prouve que son nombre
caractérigtique N(g(p, q)) est, respectivement :

L égal a O;
2. égal a FFFFFFF.

Pour deux formules bien formées de degré 1 ou 0 arbitrairement choi-
sies g(p, q) et h(p, q), on aura prouvé que:

3. &(p, q) implique h(p, q);

4. g(p, q) est équivalente a h(p, q);

5. g(p, g) est incompatible avec h(p, q);

6. g(p, q) est contradictoirement opposée a h(p, q);
ou 7. g(p, q) est alternativement opposée a h(p, q)

si et seulement si on prouve que, pour chaque couple G;, H; de chiffres
du méme rang des nombres G et H associés aux deux formules g(p, q)
et h(p, q), respectivement :

(30') Voir les notes 25 et 26.

) Voir les notes 25 et 26.

(%) Voir les notes 25 et 26.

(3% 11 s'agit de Pensemble des 228 nombres associés aux formules du CESML pour deux
variables propositionnelles p, q.
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3. G; absorbe H;;

4. G, est égal 4 H;;

5. le supremum [G;, H)] est égal a F:

6. la somme G, + H, est égale a F:

ou 7. le infimum (G,, H,) est égal a 0.

Il nous suffit donc de définir nos opérations et notre relation pour des
nombres d’un seul chiffre hexadécimal. Nous le faisons ci-dessous.
Le complément X d’un nombre X est égal @ F-X, comme | ‘indique sa

table de valeurs du Tableau I.

TABLEAU I

Table des valeurs du complément X d’un nombre X @ un seul chiffre

hexadécimal.

X/0 1 2 3|4 5 6 7|8 9 A B|C D E F

10 11 |12 13 14 15

X|F EDC|B A 9 8|7 6 5 4(3 2 1 0
15 14 13 12|11 10

Le infimum (X, Y) de deux nombres X et Y est égal & la somme de
toutes les puissances de 2 qui font partie de I'expression binaire de X et

de l'expression binaire de Y.

Lopération (X, Y) s’effectue ainsi dans les calculatrices qui utilisent
’hexadécimal, comme la petite calculatrice portable HP-16C de 120 gram-
mes, par la fonction AND appliquée a X et Y.

Les valeurs de (X, Y) pour deux nombres d’un seul chiffre hexadécimal
sont indiquées dans la table de valeurs du Tableau II.
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TABLEAU IT

Table des valeurs de Uinfimum (X, Y) des nombres X,Y a un seul
chiffre hexadécimal

01234567/8 9 A B|C D E F

Y 10 11|12 13 14 15
X
0 0000/00O0O0O|O0 O O OO0 0 0 O
1 6ro01o01ro010 1 0 1|0 1 0 1
2 002200220 0 2 2(0 0 2 2
3 01230123/0 1 2 3|0 1 2 3
4 0000|4444 0 0 0 0|4 4 4 4
5 0101|14545/0 1 0 1|4 5 4 5
6 0022|4466/ 0 0 2 2|4 4 6 6
7 012345670 1 2 3|4 5 6 17
8 0o0o0000O0O0GC8 8 8 8|8 8 8 8
9 0101/0101,8 9 8 9(8 9 8 9
A 10 002200228 8 A A8 8 A A
B 11 012301238 6 A B|8 9 A B
C 12 0000|4444 8 8 8 8|C C C C
D 13 0101|4545/ 8 9 8 9|/C D C D
E 14 002244668 8 A A|IC C E E
F 15 012345678 9 A B|C D E F

Le supremum [X, Y] de deux nombres X et Y est égal a la somme de
toutes les puissances de 2 qui font partie de I'expression binaire de X ou
de l'expression binaire de Y.

Lopération [X, Y] s’effectue ainsi dans les calculatrices qui utilisent
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I’hexadécimal, comme la petite calculatrice portable HP-16C déja men-
tionnée, par la fonction OR appliquée 2 X et Y.

Les valeurs de [X, Y] pour deux nombres d’un seul chiffre hexadécimal
sont indiquées dans la table de valeurs du Tableau II.

TABLEAU IIT

Table des valeurs du supremum [X, Y] des nombres X,Y @ un seul
chiffre hexadécimal

0123|4567/ 8 9 A B|(C D E F

Y 10 11|12 13 14 15
X
0 012345678 9 A B|C D E F
1 1133|5577/9 9 B B|D D F F
2 23236767 A B A B|E F E F
3 3333|7777 B B B B|F F F F
4 45674567 C D E F|C D E F
5 5577/5577/D D F F|D D F F
6 67676767 E F E F|E F E F
7 771777777/ F F F F|F F F F
8 8 9ABICDEF|8 9 A B|C D E F
9 99BBDDFF|9 9 B B|D D F F
A 10 ABABEFEF A B A B|E F E F
B 11 BBBBFFFF B B B B|F F F F
C 12 CDEFICDEF|IC D E F|C D E F
D 13 DDFFDDFF D D F F|D D F F
E 14 EFEFEFEF|E F E F|E F E F
F 15 FFFFFFFFF F F F|F F F F
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TABLEAU IV

Table indicatrice des couples <X, Y> de valeurs de X,Y pour
lesquels X : Y est vraie

0123/4567)/8 9 A B|c D E F
Y 0 1|12 138 14 15

X

0 v I

1 vV

2 vV v

3 VVVYV

4 v v

5 Vv Vv

6 vV Vv v v

7 VVVVIVVVYV

8 v v

9 Vv vV v

A0 |V v v v

B 11 VVVYV V V.V Yy

crz |v v v v

D 13 Vv Vv vV v vV v

El4 |V vV VvV |V v v v

FIS |(VVVVIVVVV|V V V V|V V VYV

La relation arithmétique X : Y (x absorbe Y) entre deux nombres X
et Y est vraie (V) si et seulement si toute puissance de 2 qui fait partie
de l'expression binaire de Y fait aussi partie de l'expression binaire de X.
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Les couples ordonnés <X, Y > de valeurs X et Y pour lesquels la rela-
tion X : Y (X absorbe Y) est vraie sont indiqués par la lettre “V” dans
la table des valeurs de vérité de la relation mentionnée du Tableau IV.
(On a omis d’écrire les lettres “F” pour les couples correspondants pour
faire plus visible la symétrie particuliére de la figure dessinée par les “V”).

3. Traduction des équivalences logiques fondamentales (axiomes
spécifiques(’) et définitions) de CESML par les égalités arithmétiques
correspondantes dans le modele arithmétique du systéme

TABLEAU V

Equivalences logiques fondamentales du CESML

Al. M(pvq) < Mp Vv Mg

A2. Mp < M(pVvq)&M(pV ~ q)&(MpV ~ Cont q)
A3. MpvM~p e ¢

A4. M(p&q) “Mp &Mq& Comp(p,q)

AS. p < Mp & (Lp V p)

[Def L] Lp =pr ~M~p

[Def Cont] Contp =p,Mp& M~p

[Def <] P29 =i L(P—q)

El. NM(pvq)) = (N(Mp),N(Mq))

E2. N(Mp) = [N(M(pVq)),NM(pV ~ @)),N(MpV ~ Cont q)]
E3. (N(Mp),N(M ~p)) = 0

E4. NM(p&q)) = [N(Mp),N(Mq),N(Comp(p,q))]

(*Y) Les axiomes spécifiques (non empruntés au calcul propositionnel classique) sont les
axiomes Al, A2, A3, Ad et A5 ci-dessus mentionnés. Quant a AQ, il peut étre exprimé par
n'importe quelle base compléte pour le calcul propositionnel, par exemple, le sistéme des
quatre axiomes de Hilbert-Ackermann (Voir [2], § 10. Die Axiome des Aussagenkalkiils,
p- 23), que nous avons démontré arithmétiquement dans [9], p. 378:

a)(pvp)p
byp—(@Vva

c)(pva —(@Vvp)

d)y (p—=) = (rvp)—(Vq)
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E5. N(p) = [N(Mp),(N(Lp),N(p))]
E6. N(Lp) = FFFEFFF-NM ~ p)
E7. N(Cont p) = [N(Mp),N(M ~ p)]
E8. N(p 2q) = N(L(p—q))

4. Calcul des nombres qui doivent rester associés aux différents types
de formules du systémes CESML en vertu des 12 associations
initiales de 2.1 et des égalités arithmétiques ci-dessus, exigées par les
axiomes et définitions fondamentales du systéme

4.1. Nombres associés aux formules qui expriment des possibilités
pures

Les nombres associés aux quatre formules exprimant les possibilités des
quatre disjonctions non tautologiques des variables p, ~ p, q et ~ q figu-
rent dans la premiére colonne de 2.1. Ces quatre nombres et les quatre
nombres associés, d’aprés la deuxiéme colonne de 2.1, aus formules du
type Mp v ~ Cont g, etc. sont nécessaires et suffisants pour obtenir, par
Papplication de Iégalité arithmétique E2, imposée par ’'axiome A2, et des
égalités analogues imposées par les théses obtenues de A2 en substituant
successivement ~ p, q et ~q & p, les nombres associés, respectivement
a Mp, M ~ p, Mq et M ~ q. Nous aurons ainsi les valeurs suivantes:

N(Mp) = [1, 2, 210] = 213

NM ~ p) = [4, 8, 480] = 48C
N(Mq) = [, 4, 140] = 145
NM ~ q) = [2, 8, 820] = 82A

On peut vérifier d’'une maniére immédiate que les quatre associations
ci-dessus satisfont I'axiome Al et les théses derivées de celui-ci par des
substitutions, puisque les valeurs des infimes (213, 145) = 1, (213, 82A)
= 2, (48C, 154) = 4 et (48C, 82A) = 8 correspondent bien aux nombres
associés aux disjonctions de départ d’aprés la premiére colonne de 2.1,
tandis que I’annulation des infimes associés respectivement, aux disjonc-
tions MpVM ~ p et MgqVvM ~ q — puisqu’on a effectivement (213, 48C)
= QO et (145, 82A) = 0 — assure, por sa part, la satisfaction du principe
spécial de possibilité, exprimé par notre axiome A3 et par la condition
arithmétique correspondante E3.

D’une maniére entiérement analogue a la précédente, nous utiliserons
I’égalité arithmétique E4, exigée par notre axiome A4, ainsi que les égali-
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tés analogues exigées par les théses obtenues de A4 en substituant ~ p,
q et ~q a p, pour calculer, en fonction des quatre nombres caractéristi-
ques que nous venons d’obtenir et des quatre nombres associés, d’aprés
la troisi¢éme colonne de 2.1, aux formules du type Comp(p,q) etc., les nom-
bres qui doivent rester associer aux formules M(p&q), M(p& ~ q),
M(~ p&q) et M(~ p& ~ q). Voici ces calculs:

NM(p&q)) = [213, 145, 421.000] = 421.357
NM(p& ~ q)) = [213, 82A, 218.000] = 218.A3B
NM(~ p&q)) = [48C, 145, 184.000] = 184.5CD
NM(~p&~q)) = [48C, 82A, 842.000] = 842.CAE

Ces derniéres associations:

1. satisfont, elles aussi, 'axiome Al et ses théses dérivées par substitu-
tion. En effet:

(421.357, 218.A3B) = 213 = N(Mp) ged.
(184.5CD, 842.CAE) = 48C = N(M ~ p) ged.
(421.357, 184.5CD) = 145 = N(Mq) qed.
(218.A3B, 842,CAE) = 82A = N(M ~ q) ged.

2. satisfont également le principe spécial de possibilité, exprimé par
Paxiome A2 et ses théses dérivées par substitution, puisque les disjonc-
tions entre les possibilités du type M(p&q), etc. et les possibilités du type
M(~ pV ~ q), etc. — dont les arguments sont les contradictoires respec-
tifs — sont fautologiques. En effet, les conditions requises (voir, a cet
effet, sous 2.3. Methode arithmétique de décision pour le systéme
CESML, cas 7.) sont satisfaites:

(421357, 8) = 0 ged.
(218.A3B, 4) = 0 ged.
(184.5CD, 2) = 0 qed.
(842.CAE, 1) = 0 ged.

Quant aux nombres associés aux formules exprimant des contingen-
ces, ils pourront étre calculés immédiatement en utilisant /'égalité E7. qui
traduit la définition méme de /a contingence de p, ainsi que par les égali-
tés obtenues de E7. par les substitutions appropriées. Nous obtiendrons
ce cette maniére:

N(Cont p)
N(Cont q)

69F
[145, 82A] = 96F

N(Cont ~p) = [213, 48C]
N(Cont ~ q)

Il
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N(Cont(p&q)) = N(Cont(~ p vV ~q)) = [421.357, 8] = 421.35F
N(Cont(p& ~ q)) = N(Cont(~ pVvq)) = [218.A3B, 4] = 218.A3F
etc. etc.

4.2, Nombres associés aux formules qui expriment des nécessités pures

On peut calculer immédiatement tous les nombres associés aux formu-
les exprimant des nécessités pures en utilisant exclusivement, d’une part
l'égalité E6 qui traduit la définition classique de /a nécessité de p, ainsi
que les égalités obtenues de E6 par les substitutions appropriées et, d’autre
part, les nombres associées aux formules exprimant les possibilités des
arguments contradictoires respectifs. On aura ainsi:

N(L(pV Q) = F.FFFFFF-842CAE = F.7BD.351
N(L(pV~q)) = FFFEFFF-184.5CD = F.E7B.A32
N(L(~pvq) = FFFEFFF-218.A3B = F.DE7.5C4

N(L(~pV~q)) = FFFFEFFF-421.357 = EBDE.CA8
N(Lp) = FFFEFFF-48C = FFFF.B73
N(L ~ p) = FEFFEFFF-213 = EFFEDEC
N(Lq) = FFFEFFF-82A = EFFE7D5
N(L ~ q) = FFFEFFF-145 = EFFFEBA
N(L(p&q)) = FFFFEFFF-8 = FFFEFF7
N(L(p& ~q)) = FEFFFEFFF-4 = FFFEFFB
N(L(~ p&q)) = FFFEFFF-2 = FFFEFFD
N(L(~p&~q)) = FFFEFFF.1 = FFFEFFE

Il va sans dire que toutes ces nouvelles associations, entre formules expri-
mant des nécessités pures et les nombres caractéristiques qui leur corres-
pondent, satisfont 1a loi classique (duale de la loi exprimant la distributivité
de la possibilité par rapport a la disjonction) qui exprime, elle, la distri-
butivité de la nécessité par rapport a la conjonction:

L(p&q) < Lp&lq

De ce fait, nous aurions pu calculer aussi le nombre associé a la néces-
sité de p&q comme le supremum des nombres associés, respectivement,
a la nécessité de p et a la nécessité de q. En effet:

N(L(p&q)) = [N(Lp), N(Lq)] = [FEFFEB73, EFFE7TD5] =
FFFEFF7 ged.
etc. etc. etc.
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4.3 Nombres associés aux formules du calcul propositionnel

Lassignation de nombres caractéristiques appropriés a toutes les for-
mules du calcul propositionnel, dans le cadre d’une arithmétisation de
la logique modale, de telle sorte que ces nombres soient invariants pour
toutes les formules qui appartiennent a la méme classe d’équivalence, cons-
titue le véritable point crucial de notre recherche et nous croyons que la
solution, heureuse ou malheureuse, de ce probléme devra confirmer ou
infirmer la validité de notre méthode de décision.

En effet:

1. Lassignation de tels invariants numériques aux formules du calcul
propositionnel d’'une méme classe d’¢quivalence pour n’importe quel nom-
bre de variables mais en dehors du cadre modal, n’offre aucune difficulté.
Dans des travaux précédents(*’), nous avons montré a plusieurs reprises
que ’ensemble des 2" nombres naturels (positifs ou zéro) compris entre
0 et 2"-1 (pour n’importe quelle valeur de n > 1), muni de nos opérations
complément binaire, infimum binaire et supremum binaire, constitue un
treillis distributif et complémenté (ou treillis de Boole), ayant donc la méme
structure que le calcul propositionnel et pouvant ainsi &tre utilisé (comme
nous 'avons fait réguliérement) comme modéle arithmétique de ce cal-
cul. Dans un tel modéle, aux formules du calcul propositionnel.

limités a seront associés des nombres d

2 variables 1 chiffre hexadécimal 0 = N(g(p,q) = F
3 variables 2 chiffres hexadécimaux 0 = N(g(p,a,r)) = FF
4 variables 4 chiffres hexadécimaux 0 = N(g(p,q,r,s)) = FFFF
etc. etc.

2. Lassignation de tels invariants numériques aux formules d’un calcul
modal (non aléthique) n"admettant des formules du calcul proposition-
nel que lorsque ces derniéres sont les arguments de foncteurs modaux (non
aléthiques) — par exemple, aux formules d’un calcul déontique comme
celui du premier Von Wright(**) — peut étre réalisée également sans trop

(3% Voir, par exemple, [10], § 3 et § 4, pp. 185-195.

(3%) Voir Georg H. Von Wright, “Deontic Logic”, Mind, Vol. 60 (1951), n. 37, pp. 1-15,
ainsi que [19] et Georg H. Von Wright, “Norms, Truth, and Logic” in A.A. Martino (éd.),
Deontic Logic, Computational Linguistics and Legal Information Systems, Amsterdam,
North-Holland, 1982, pp. 3-20 (systéme formulé aux pp. 17-18).
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de difficulté, et nous l'avons fait dans un travail publié en 1987 a
Geneéve(*").

3. Il est bien plus difficile, par contre, d’assigner de tels invariants numé-
riques aux formules du calcul propositionnel qui appartiennent 4 la méme
classe d’équivalence lorsque ces derniéres doivent &tre insérdes dans le cadre
d’un systéme modal aléthique, comportant donc, a c6té des formules du
calcul propositionnel, des formules exprimant des possibilités pures, des
formules exprimant des nécessités pures (duales des précédentes) et des
Jformules mixtes, construites par ’application de toutes les combinaisons
possibles aux formules des trois groupes précités.

Dans un tel cadre, en effet, les nombres assignés aux formules du cal-

cul propositionnel devront satisfaire, a la fois,
a) les conditions aritmétiques associées aux conditions logiques — que
nous appellerons verticales — concernant les relations de ces formules
avec les formules modales pures — exprimant soit des possibilités pures,
soit des nécessités pures. Ces conditions logiques auront les formes sui-
vantes,

L(pvg) —pvq ~ M(pvaq) (15)
Lp -p — Mp (16)
L(p&q) —p&q — M(p&q) amn

ou, si on veut (voir F'axiome A.5),

pVq < M(pvq) & (L{(pva) Vv (pVva)) (15%)
P ¥ Mp & (L(pVp) (16%)
p&q © M(p&q) & (L(p&q) V (p&Qq)) (17%)

et b) les conditions arithmétiques associées aux conditions logiques —
que nous appellerons horizontales — concernant les relations réciproques
entre les formules du calcul propositionnel elles-mémes. Ces relations sont
exprimées par les lois du calcul propositionnel (notamment, les lois de
la distributivité réciproque de la disjonction et la conjonction, la loi de
la double négation et les lois de De Morgan).

Dans cette perspective nous avons trouvé que les assignation suivantes :

N(p&q) BITLTLT
N(p& ~ q) B.BBB.BBB

"y Voir [16]
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Il

D.DDD.DDD
E.EEE.EEE

N(~p&q)
N(~p& ~q)

nous donnent la solution du probléme mentionné, parce que:
a) ces assignations satisfont les quatre conditions arithmétiques qui tra-
duisent les conditions logiques verticales du type (17), a savoir:

FFFEFF7 : 7.777.777 : 421.357
FFFFFFB : B.BBB.BBB : 218.A3B
FFFEFFD : D.DDD.DDD : 184.5CD
FFFFFFE : E.EEE.EEE : 842.CAE

Vérifier, en effet, dans le Tableau I'V, que les 7 du premier nombre de la
deuxiéme colonne absorbent les chiffres du méme rang (4, 2, 1, 3, 5, 7)
du premier nombre de la derniére colonne, que les B du deuxiéme nom-
bre de la deuxiéme colonne absorbent les chiffres du méme rang (2, 1,
8, A, 3, B) du deuxiéme nombre de la derniére colonne, et ainsi de suite...

b) les nombres qui restent associés aux autres formules du calcul pro-
positionnel, obtenus des 4 précédents par 'application des égalités exi-
gées par les lois précités du calcul propositionnel (conditions horizontales),
satisfont aussi, de leur c6té, les conditions arithmétiques verticales les con-
cernant, et plus précisément:

b,) les nombres qui restent associés, en vertu des calculs mentionnés,
ap, ~p, qet ~q, A savoir:

N(p) = 3.333.333
N(~ p) = C.CCC.CCC
N(q) = 5.555.555
N(~ q) = A.AAA.AAA

satisfont les conditions arithmétiques qui traduisent les conditions logi-
ques du type (16), a savoir;

F.FFF.B73 1 3.333.333 - 213
FFFEDEC : C.CCC.CCC : 48C
EFFFE.7D5 : 5.555.555 : 145

FEFFEFEBA : A AAA.AAA : B2A

Vérifier les absorptions, chiffre par chiffre, dans le Tableau IV.
b,) les nombres qui restent associés, en vertu des calculs mentionnés,
a(pva), (pvV~q), (~pvqg) et (~pV ~q), & savoir:
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N(pVvQq) = LI1L111

N(pVv ~q) = 2222222
N(~pVvQq) = 4.444.444
N(~pVv~q) = 8.888.888

satisfont, & leur tour, les conditions arithmétiques qui traduisent les con-
ditions logiques du type (15), a savoir:

F.7BD.351 ¢ LI11L111 1
FE78.A32 D2.222222 ¢ 2
FDE7.5C4 : 4.444444 : 4

FBDE.CA8 : 8.888.888 : 8

Pour arriver a ces résultats, nous avons dii, naturellement, choisir de
facon appropriée les sommes de 2 (respectivement, de 3) puissances de
2 a assigner aux formules du type MpV ~ Cont q (respectivement,
Comp(p,q)), d’aprés les deux derniéres colonnes de 2.1.

Nous résumons dans le Tableau VI ci-dessous les nombres associés aux
formules fondamentales de notre systéme CESML.
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TABLEAU VI
Nombres associés aux formules fondamentales du systéme modal
CESML
Formules Nombres Formules Nombres Formules Nombres

Formules exprimant des possibilités pures

M(p v q) 1 Mp 213 M(p&q) 421.357
M(p Vv ~q) 2 M~p 48C M(p& ~q) 218.A3B
M(~pVq) 4 Mg 145 M(~pé&q) 184.5CD
M(~pV ~q) 8 M~g 824 M(~p&~q) 842.CAE
Formules du calcul propositionnel
pVvgq INVINIIES ] 3.333.333 p&q 7.777.777
pvV ~q) 2222222 ~p CCCCCCC p&~q B.BBB.BBB
~pVvq 4.444.444 q 5.555.555 ~pé&q D.DDD.DDD
~pV ~q 8.888.888 ~q AAAAAAA ~p&~q E.EEE.FEE
Formumes exprimant des nécessités pures
L(p VvV q) F7BD.351 Lp FFFFEB73 L(p&q) FFFFFF7
LipVv ~q) FEE7BA32 L~p FFFFEDEC L(p& ~q) FFFFFFB
L(~pVvaq) EDE7.5C4 1q EFFE7D5 L(~p&q) EFFFEFFD
L(~pV ~q) FBDECA8 L~q FFFFEBA L(~p&~q) FFFFFFE

Nombres associés a d’autres formules, définies par des équivalences:

Formules données Formules équivalentes Nombres associés
Cont p < Mp&M ~p 69F
p&Cont p < p&M~p 3.333.7BF
~p&Cont p < ~p&Mp C.CCC.EDF
~ Cont p «+LpVL~p FFFF960
Cont q < Mg&M ~ q 96F
q&Cont q < q&M ~q 5.555.D7F
~qé&Cont q < ~q&Mq A.AAA.BEF
~Cont q <+ lgvL~q FEFFF.690

Nombres associés @ d'autres formules mixtes importantes:

Formules logiques ~ Nombres associés  Formules logiqgues = Nombres associés

Lp&q F.FFEF77 Mg & q 5.555.757
Lq & p F.FFE7F7 Mg & p 3.333.377
Lp & Mq FFFEB77 Mp vV q 1

Lg & Mp FFFFE.7D7 MqVvp 101
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TABLEAU vII

Traduction des relations logiques qui relient des fonctions de p par
des relations arithmétiques entre leurs nombres associés

FFFFE960
~ Cont p

LpvL~p

FFFFB73

3.333.333

p

3.333.120
pvL~p

3.333.7BF
p&M~p

213 Mp

Lp

cceceeece

~Pp

C.CCC.840
~pVvLip

CCCC.EDF

~p & Mp

M~p 48C

L~p FEFFEDEC

Mp & M ~p

Relation logique entre deux
Sformules g et h:

g+
glh
gwh
gVvh

si et seulement si
si et seulement si
si et seulement si
si et seulement si

Cont p
69F

Relation arithmétique entre leurs
nombres associés N(g) et N(h):
N(g) : N(h)
[N(g), N(h)] = FFFEFFF
N(g) + N(h) = FFFEFFF
(N(g), N(h)) = 0
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TABLEAU vIII

Traduction des relations logiques qui relient des fonctions de q par
des relations arithmétiques entre leurs nombres associés

FEFFFE690
~ Cont q
ILgvL~q
EFFF7D5 Lq L~q FEFFEEBA
5.555.555 AAAA.AAA
q ~q
5.555.410 A.AAA.280
qvL~q ~qVlq
5.555.D7F A.AAA.BEF
q&M-~gq ~q & Mq
145 Mq M~q 824

Mg&M~q

Cont q
96F

Relation logique entre deux Relation arithmétique entre leurs
Jormules g et h: nombres associés Nfg) et N(h):

g — h si et seulement si N(g) : N(h)

g|h siet seulement si [N(g), N(h)] = FFFEFFF
g wh sietseulement si N(g) + N(h) = FFFFFFF
g V h siet seulement si (N(g), N(h)) = 0
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TABLEAU IX

Traduction des relations logique qui relient des fonctions de p&q
par des relations arithmétiques entre leurs nombres associés

FEBDECAQ
~Cont (p&q)
L(p&q) VL~ (p&q)

FFFFFF7 L(p&q) L~ (p&q) FEBDE.CAS8
7.777.777 7.356.420
(P& VL ~ (p&q)
(r&q)

8.888.880 8.888.888
~(p&q)VL(p&q)

~(p&q)
7.777.77F 8.CA9.BDF
(p&q) & M~ (p&q)  ~(p&q) & M(p&q)
421357 M(p&q) M ~ (p&q) 8

M(p&q) & M ~ (p&q)
Cont (p&q)
421.35F

Relation logique entre Relation arithmétique entre leurs
deux formules g et h: nombres associés N(g) et N(h):

g — h siet seulement si N(g) : N(h)

g|h siet seulement si [N(g), N(h)] = FFFEFFF
g wh siet seulement si N(g) + N(h) = FFFEFFF
g v h siet seulement si (N(g), N(h)) = 0
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TABLEAU X

Traduction des relations logiques qui relient des fonctions de p& ~ q
par des relations arithmétiques entre leurs nombres associées

FDE7.5CO
~Cont (p& ~q)
L(p&~q@ VL~(p&~q)
P24
L(p—q)
FFFFFFB L(p&~q) L ~(p&~q) FEDE75C4
~M(p—q)
B.BBB.BBB 8.943.180
(p&~qVvL~(p&~q)
P& ~q
~(—q)
4.444.440 4,444 444
~(p&~q vV L(p& ~q) ~(p& ~q)
P—q
B.BBB.BBF 4.65CE7F

P&~qQ)&M~(p&k~q ~(p&~q) &Mp&~q)
218.A3B M(p& ~q)

~(P=9
M~(p&~q) 4
M(p—q)
M(p&~q) &M ~ (p& ~ q)
Cont (p& ~ q)
2I8.A3F
Relation logique entre Relation arithmétique entre leurs
deux formules g et h: nombres associés Nfg) et N(h):

g~ h siet seulement si N(g) : N(h)

g | h sietseulement si [N(g), N(h)] = FFFFFFF
g wh sietseulement si N(g) + N(h) = EFFF.FFF
gV h sietseulement si (N(g), N(h)) = 0
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TABLEAU X1

Chaines d’implications entre formules et d'absorption entre leurs
nombres associés

FFFF351
Lp Vv Lg

F.FFFFF7
Lp & Lg

FFFFF77
Lp& g

FEFFE7F7
Lg&p

FFFFB73
Lp

FFFF7D5
Lq

3.333.333
P

7.777.777
p&q
5.555.555
q

5.555.757
Mp &q

3.333.377
Mq & p

213
Mp
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421,357
Mp & Mq

145
Mq

1
Mp Vv q

101
Mg Vv p

1
Mp Vv Mq

L1l
pVvVqg

Conclusion

En présentant cette étude 4 examen des logiciens, nous n’avons pas
la prétention de leur offrir un point d’arrivée 4 un stade de plus grande
facilité et certitude dans la manipulation des formules de n’importe quel
systéme particulier de logique modale mais, bien plus modestement,
I'intention de proposer a ces logiciens, ainsi qu’aux spécialistes des diffé-
rentes branches des sciences formelles, naturelles ou humaines pouvant
profiter dans leurs recherches d’un mécanisme modal plus efficace, un
nouveau point de réflexion et de départ pour atteindre un but qui peut
intéresser les uns et les autres: une arithmétisation suffisante, simple et
cohérente des différents systémes de logique modale, pour disposer d’une
méthode de décision appropriée dans ce domaine.

Entre autres perfectionnements possibles et souhaitables de notre
méthode actuelle — encore embryonnaire —, deux nous paraissent indis-
pensables et méme urgents. Nous les expliquerons ci-dessous:

1. Il est clair qu’une arithmétisation de la logique modale ne peut pas
s’arréter aux formules de degré modal 0 et 1 ni, bien entendu, aux formu-
les de n’importe quel degré modal fixé d’avance, mais qu’elle doit assurer
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Iassignation d’un invariant numérique a chaque classe d’équivalence, quel-
les que soient les réductions établies par chaque systéme particulier.

2. Il va sans dire aussi que Ia valeur de ®, c’est-a-dire du nombre asso-
cié a toute formule contradictoire, devrait pouvoir rester toujours le méme,
quel que soit le nombre des variables propositionnelles prises en considé-
ration.

Or, nous avons I'impression que ces deux buts pourraient étre atteints
en méme temps par des perfectionnements de notre méthode actuelle fon-
dés avant tout sur une certaine modification de I’association entre com-
posants logiques (conjonctifs) des formules et composants binaires de leurs
nombres associés. Elle serait la suivante:

Les nombres associés aux formules de la logique modale ne seraient
plus des nombres entiers — exprimés par des sommes de puissances posi-
tives (ou nulle) de 2 (2°, 2', 27, etc.), mais plutdt des nombres rationnels
inférieurs a 1, exprimés par des sommes de n’importe quel nombre de puis-
sances négatives de 2 (27", 272, 273, etc.).

Les répercussions d’une telle modification de I’association de base (com-
posants logiques-composants numériques) sur les opérations et relations
arithmétiques associées, respectivement, aux opérations et relations logi-
ques seraient minimes, comme nous le montrons dans un travail qui vient
d’étre publi¢ dans le premier numéro de la nouvelle revue Argumenta-
tion(**). Par contre, I'introduction des perfectionnement évoqués sous les
points 1 et 2 ci-dessus serait, & notre avis, bien plus facile dans le nou-
veau cadre(*’) que dans le cadre actuel.

Cette derniére nous a paru, néanmoins, la meilleur maniére de com-
mencer, aussi bien du point de vue génétique que dans la perspective péda-
gogique de notre recherche.

Université du Pays Basque Miguel SANCHEZ-MAZAS
Département de Logique et Philosophie de la Science
Saint-Sébastien, Espagne

(*%) Voir [17]

(**) Dans ce cadre, tous les nombres auraient le méme nombre total de chiffres (illimité),
mais un nombre bien défini de chiffres significatifs (prédédant une suite illimitée de 0 ou
de F). Le nombre associé a toute contradiction serait le 0,F... (0 suivi de F périodique). Le
nombre associé a la négation d’un nombre donné N(g) serait O,F-N(g). Les lois de la double
négation, de la distributivité et de De Morgan seraient toujours satisfaites dans ce nouveau
cadre, qui peut fournir effectivement les moyens nécessaires pour une arithmétisation uni-
forme de tous les systémes de logique modale.
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