LA COMPLETUDE D'UN SYSTEME TEMPOREL DE RE

Gérold STAHL

Les systémes temporels qu’on pourrait appeler «de re» sont des
systemes fonctionnels élémentaires (du premier ordre) avec identité
qui, grace a des axiomes additionels, permettent d’analyser la tem-
poralité de re. En traitant les fonctions propositonnelles unaires
comme des classes, les fonctions propositionnelles binaires (les
relations binaires) comme des classes de paires ordonnés, etc., I'idée
caractéristique des systémes temporels de re est que leur univers du
discours Uf(la classe des individus) inclut une sous-classe P (la classe
des positions temporelles), dont un des éléments est a (la position
temporelle actuelle). En plus pour chaque fonction propositionnelle
non temporalisée n-aire F on introduira des fonctions propositionnel-
les temporalisées n+ 1—aires F*, leur argument additionnel (le
premier) pouvant étre occupé par des positions temporelles. Si, par
exemple, «Fc» veut dire «Charles fait une visite», alors «F*113%¢»
pourrait étre interprétée comme «Charles fait une visite a 11°5 h».
Tout cela a été indiqué d’une fagon détaillée dans [6] (') et de fagon
trés résumée dans [7].

En principe chaque syst¢eme fonctionnel élémentaire (pur ou
appliqué) avec identité pourrait étre temporalisé, c’est-a-dire, on
pourrait ajouter i ses expressions bien formées les expressions avec
«P», «a», «F*», etc. et & ses axiomes des axiomes temporels.

En ce qui concerne la complétude, si le systéme de départ n’est pas
complet, on ne peut pas s’attendre a ce que son élargissement
temporel le soit. D'un autre coté si le systéme de départ est complet, il
y a des chances que le syst¢eme temporel de re correspondant
conservera cette complétude (cela dépend aussi de la définition
d’ «expression valide»). Dans ce qui suit on donnera une démonstra-
tion de complétude pour la temporalisation du systéme fonctionnel
élémentaire pur avec identité; cet élargissement sera appelé FTR,
«systéme fonctionnel temporel de re».

(') Le systeme de [6] était du second ordre, mais il est prétérable de travailler avec

des systemes du premier ordre, qui permettent de traiter I'essentiel de [6] sans
difficulté.
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Afin de construire les expressions bien formées du systéme
fonctionnel élémentaire avec identité on dispose: des symboles de
variables (%) individuelles «x», «y», etc., des symboles de constantes
individuelles «b», «c», etc., des symboles de variables fonctionnelles
n-aires «F», «G», etc., du symbole de constante fonctionnelle binaire
«=» (I'identité entre individus), des connecteurs «~», «v», «.», «O»,
et «=» (négation, disjonction, conjonction, implication et équival-
ence) et des opérateurs universels («(x)», «(y)», etc.,) et existentiels
(«(Ex)», «(Ey)», etc.).

A partir des expressions indiquées on formera les expressions bien
formées du systéme fonctionnel élémentaire de fagon habituelle, en
utilisant largement les parenthéses pour faciliter la lecture. )

On peut utiliser encore une autre symbolisation pour les fonctions
propositionnelles grace a I’opérateur A. Par exemple au lieu d’avoir
recours au symbole fonctionnel unaire «F» on peut écrire aussi
«hx (Fx)» («la collection des «x» qui satisfont «F»). De la méme
maniére on peut utiliser «Axy (Gxy)» au lieu d’un symbole fonctionnel
binaire «G». De cette fagon on n’a pas seulement les expressions bien
formées «Fy», «~Gcb», etc., mais aussi «hx (Fx)y», «~kxy (Gxy)ch»
etc., qui sont également bien formées. L opérateur A peut inclure des
expressions bien formées complexes, comme par exemple
«Fbv ~(Ex)Gxy» dans I’expression bien formée
«hy (Fb v ~(Ex) Gxy)z».

Les expressions bien formées du systtme FTR se forment de la
méme maniére ; il faut seulement ajouter «a» a la liste des symboles de
constantes individuelles, on aura «P» comme symbole de constante
fonctionnelle unaire et pour chaque symbole fonctionnel n-aire du
systeme original (méme s’il est formé avec I'opérateur A, mais sans
opérateurs universels ou existentiels dans I’expression A) on aura un
symbole n + 1-aire, qui est le symbole original suivi de «*» (3).

On forme le systéme fonctionnel élémentaire & partir des axiomes
logiques habituels a I'aide des régles axiomatiques habituelles. Pour le

(*) On parlera ici de «symboles de variables» au lieu de «variables».

(*) Cela signifie que des expressions comme «F**xyz», «Axy (F*xy v G*xy)*uvz» ou
Ax ((v)Fxy)*uv» ne sont pas bien formées pour FTR. Cependant on peut former un
autre systeme temporel plus général ol la répétition des astérisques, c’est-a-dire la
superposition des termes temporels, est admise, de méme que la temporalisation d'une
expression i avec des opérateurs universels ou existentiels.
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systtme FTR on procéde de la méme fagon, mais on a en plus trois
axiomes temporels additionnels.
Le premier d’entre eux est:

Al=Fy, ...y, =F*ay,...y,

Il s’agit ici d'un schéma d’axiomes pour les fonctions unaires,
binaires, ternaires, etc. Au lieu de Al on pourrait utiliser la régle:

Dans une expression bien formée aprés une occurence quelcon-
que d’un symbole fonctionnel n-aire on peut insérer «*a» (si le
résultat est bien formé), ou, inversement, si I’on a quelque part
«*a» on peut I’éliminer.

L’idée de ce schéma (ou de cette régle) est que si et seulement si un
n-uplet <x,,...,x,> satisfait F alors ce n-uplet satisfait F* dans la
position actuelle (plus précisément: alors le n+ 1—uplet
<d,X1,...,xX,> satisfait F*),

On peut constater que pour chaque fonction astérisque F* on a une
fonction de base F unique, sans qu’on ait la relation inverse. Cela
signifie que (contrairement a la symbolisation) les fonctions astérisque
et non les fonctions de base devraient constituer le point de départ. De
fait, dans la construction des modéles on procédera de cette fagon. Si
I'on voulait ajuster la symbolisation a cette situation. ~n pourrait
maintenir «F*», etc. et, au lieu de «F», on écrirait «& (F*)» («la
fonction de base de F*»). Si F* = G* on a bien B (F*) = B (G*), mais
non 'implication inverse. La notation «F» est simple et intuitive,
pourtant elle devrait étre considérée seulement comme abréviation de
«B (F*)».

Par rapport aux axiomes A2 et A3 on aura besoin de quelques
définitions (parmi elles I'identité entre fonctions propositonnelles).
Pour les fonctions unaires F et G on a:

F =G =4 (x) (Fx=Gx)
F NG =4  (Fx.Gx)
F UG =4l (FxvGx)
—F =4 hx (~Fx)

et de fagon analogue pour les fonctions binaires, ternaires, etc. De
plus on définira «U», «'univers du discours» :
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U =d|'Ax (x =x)
Un autre axiome est:
A2+ F*NG* = (F NG)*

qui indique que I'intersection de deux fonctions astérisque est la
fonction astérisque de I'intersection des fonctions de base. Un exem-
ple ternaire serait :

H(F*xyz .G*xyz) = (F N G)*xyz

Afin de formuler le troisi¢me axiome, il faut définir «le complément
relatif de F*», qui est:

= F¥* =40, ¥1y s Yn (~F*xy ...y, . Px)
on a alors:
A3 —— F* = (- F)*

Le complément simple de la fonction n + I-aire F* serait le complé-
ment par rapport a U""' (c’est-a-dire par rapport au produit cartésien
U xUx ...avec n + 1 facteurs), tandis que le complément relatif de
F* est le complément par rapport a P x U" (le premier facteur n’est
pas U mais seulement P). L’axiome A3 établit alors que ce complé-

ment relatif est la fonction astérisque de —F: F* et (—F)* sont
complémentaires par rapport a P x U". Un exemple ternaire serait :

H(~F*xyz. Px)=(—F)*xyz

UxUxU
N

PxUxU
A
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Voici quelques théorémes élémentaires de FTR:
=g (=F)*=F*
Dém.: A partir de A3 avec «— F» au lieu de «F».
F(Eyi,...o¥n) F¥*xy,...y, DPx

(les premiers membres des n + 1-uplets qui constituent F* sont des
positions temporelles). Dém.: «(Eyq,...,¥n) = (= F)*xy,...y,» im-
plique, selon la  définition  de «—p», «(Eyq,.o.a¥q)
(~(=F)*xy;...y,.Px)», d’olt «Px».

— Pa

Dém.: A partir du théoréme logique «(Ey)Ax (x =x)y» on a, d’aprés
Al, le théoréme «(Ey)Aix (x =x)*ay» et alors, d’aprés le théoréme
antérieur, «Pa».

-F* UG* = (F UG)*

Dém.: A partirde «(— (—F N —G) )*» par A3, A2 et de nouveau A3 on
obtient «—, (—.F* N —x G*)», d’oll par la définition de «— F*» et par
logique propositionelle «F* UG*».

Pour prouver certains résultats sur FTR, il est plus simple de
restreindre la classe des expressions bien formées. Cela se fera en
trois étapes:

(1) On remplace les expressions introduites par définition ou
avec opérateur A par les expressions simples correspon-
dantes qui utilisent seulement «~», «v» et I’opérateur uni-
versel. Cependant on peut arriver aussi aux suites de signes
«FNGN...», «(FNGN..)», «=F», «(=F)*» (et a leurs
combinaisons), qu’on ne remplace pas.

(2) On remplace les suites de signes «FNGN...» et «—F» non
suivies d'un astérisque par «(FNGN...)*a» et «(—F)*a»
respectivement.

(3) On agjoute a chaque symbole fonctionnel non suivi d’un
astérisque (a 'exception de «P», «U» et des membres de
suites traités en point (2)) les deux signes «*a» d’aprés la
régle Al (cela revient au fond a traiter Al comme une
définition de «F...» a partir de «F*a ...»).
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Apres cette transformation on a trois classes d’expressions bien
formées restreintes: les atomiques comme «Px» et «F*xy», les
«postatomiques» comme «(FNGN...)*xy» et «(—F)*xy» et les
moléculaires qui sont formés a partir des atomiques et postatomiques
par application de «~», de «v» et de I’opérateur universel.

Les modeles de FTR sont les structures (appelées «structures
temporelles») de la forme <U, P, a,...> qui satisfont les conditions
suivantes:

(i) PaetPcU.

(i) Le reste de la structure est formé par des fonctions
astérisque (F*, (=FYy*, (FNG)*, etc.) n+ l-aires (n=1),
sous-classes de P x U™,

(i) La fonction astérisque formée sur FNG est égale a
F*NG*,

(iv) La fonction astérique formée sur —F est égale au com-
plément de F* par rapport a P x U".

Les conditions (iii) et (iv) correspondent aux axiomes A2 et A3.
Le fait que FTR ait des modéles indique qu’il est consistant.
Pour démontrer que FTR est complet (par rapport a la validité) on
procéde de la fagon suivante. On appelle «temporellement valide» une
expression bien formée restreinte si elle est valide dans toute structure
temporelle. La complétude de FTR signifie alors qu'une expression
bien formée restreinte «A» qui n’est pas théoréme de FTR, n'est pas
temporellement valide. Dans ce qui suit on adaptera au cas de FTR un
type de démonstration que Henkin a utilisé pour démontrer la
complétude du systéme fonctionnel élémentaire (voir [2] et [1] § 45).
Dém.: Si la classe {«~A»} n’était pas consistante avec FTR, on
pourrait obtenir dans FTR le théoréme — ~A D A et ensuite — A, ce
qui contredit I'hypothése que «A» n’est pas théoréme. Donc {«~ A»}
est consistante avec FTR. A partir de {«~A»} on peut former une
classe consistante maximale I' de fagon habituelle en ordonnant
arbitrairement les expressions bien formées restreintes(?) et en ad-
mettant dans I' chaque expression qui est consistante avec celles
précédemment choisies (selon I’ordre établi) et en excluant les autres.

(") Avec les modifications habituelles concernant les expressions avec opérateur
universel.
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La classe I" contient «~ A» et en plus (pour chaque expression bien
formée restreinte «B») ou bien «B» ou bien «~ B», mais non les deux.
Elle contient tous les théorémes de FTR et si «C» est dans I et
= C oD alors «D» est dans T,

Nous construisons maintenant une structure temporelle
T=<UP,a,..> avec U infinie de telle fagon, que si «Kx;...x,»
atomique (%) appartient a I', alors le n-uplet des individus dénoté par
«<Xy,...,X,>» satisfait la fonction dénotée par «K», et si «Kxq...x,»
n’appartient pas a I', alors le n-uplet correspondant ne satisfait pas la
fonction correspondante.

Ensuite on démontre que T est un modele de I'. Pour les expres-
sions atomiques de I et leurs négations on a ce résultat automatique-
ment grace a la construction de T.

Pour les expressions postatomiques de la forme:

(FNGYx,...x, (a)
nous avons ’alternative suivante : Supposons que (a) est dans I" alors:
FE%y Xy (b)

et.
G¥xq... X, (c)

sont aussi dans I', parce que (a) implique (b) et (a) implique (c) d aprés
A2 de FTR. Gréce a la construction de T, T est un modéle de (b) et de
(c) et, grace a la condition (iii), T est aussi un modeéle de (a).
Supposons que (a) n’est pas dans I'; alors sa négation est dans I et
ensuite aussi la négation de (b) ou la négation de (c) (d’aprés A2),
c’est-a-dire, (b) ou (c) ne sont pas dans I". Dans ce cas T n’est pas un
modele de (b) ou de (c) et, toujours grace a la condition (iii), T n’est
pas un modele de (a).
Pour les expressions postatomiques de la forme:

(—F)*x,...x, (d)

nous avons l'alternative suivante: Supposons que (d) est dans I'
alors;

k]

(*) «K» prend ici la place de «P» ou de «U» ou d’un symbole astérisque simple
comme «f*»,
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W s e (e)
et:
Px, (f)

sont aussi dans I, parce que (d) implique (e) et (d) implique (f) d’aprés
A3. Grace a la construction de T, 7 est un modéle de (e) et de (f) et,
grace a la condition (iv), T est aussi un modéle de (d). Supposons que
(d) n’est pas dans I'; alors sa négation est dans I et ensuite aussi la
négation de (e) ou la négation de (f) (daprés A3), c’est-a-dire, (e) ou (f)
ne sont pas dans I'. Dans ce cas T n’est pas un modeéle de (e) ou de (f)
et, toujours grace a la condition (iv), T n’est pas un modéle de (d).

Les expressions postatomiques avec plusieurs «M» ou avec des
combinaisons de «N» et de «—» sont traitées par induction 4 partir des
deux cas précédents.

Pour les expressions moléculaires on applique sans changement le
procédé standard des démonstrations de complétude (type Henkin)
par rapport a «~» en général, par rapport a «v» et par rapport i
I’opérateur universel.

On voit donc que la structure T est un modéle de I et, par suite, de
«~A»; elle ne peut pas étre un modéle de «A». Ainsi il y a au moins
une structure temporelle qui n’est pas un modéle de «A», en sorte que
«A» n’est pas temporellement valide. Q.E.D.

Du fait que les modalités peuvent étre introduites dans FTR (voir
[7), on a démontré automatiquement aussi la complétude d'un
systéme modal de re. Sil’on établit que les éléments de U N — P sont
des expressions, alors FTR se transforme en un systéme temporel ou
modal de dicto (dans le sens de [6] et [7]), donc on dispose aussi d’une
démonstration de complétude pour un systéme général de dicto.

CNRS, Paris Gérold STAHL
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