RAMIFICATION ET PREDICATIVITE

Marcel CrasBE

Les exigences auxquelles doit satisfaire la théorie prédicative
des types ont contraint celle-ci & exclure des ensembles qui,
tel la réunion d'un ensemble donné, sont d'usage courant (voir
[1]) ('). La théorie ramifiée des types est appelée a lever ces
limitations tout en respectant, en principe, la prédicativité. On
en rejettera donc toute définition faisant référence a une tota-
lité qui renferme l'objet & définir. Mais, d'autre part, on ne
s'y restreindra pas aux ensembles définis prédicativement. Ces
deux revendications demeurent contradictoires tant qu'on
n'élargit pas la notion de «type». On échappe & cette contra-
diction en introduisant un nouveau concept, celui d'«ordre»,
qui, se combinant a celui de «type», permet de grouper les
objets en sortes. Ces sortes correspondent, a peu de choses
prés, a ce que Russell nomme «type».

L'univers ramifié se construit, comme celui des types, a
partir de la totalité des objets qui ne sont pas des ensembles.
Ces objets forment la sorte 0. Les individus de cette sorte
sont également de type 0 et d'ordre 0. Si a est une sorte d'ob-
jets de type k et d'ordre n, un ensemble d'objets de sorte o est
de type k + 1. Son type est donc directement fonction de ce-
lui de ses élements. Son ordre, par contre: dépend essentielle-
ment de la formule qui le définit, bien qu'il ne soit pas com-
plétement déterminé par elle. Il ne peut en aucun cas étre in-
férieur ou égal & 1'ordre des éléments d'une totalité qu'elle
présupposerait tant par le biais de quantificateurs que par ce-
lui de paramétres. I1 peut, en revanche, étre égal au nombre
m, par exemple, si cette formule ne contient pas de variable
libre d'ordre m + 1 ou plus, ni de quantificateur portant sur une
classe d'objets d'ordre m ou plus. Nous pouvons donc suppo-
ser que cet ensemble est d'ordre strictement supérieur a l'or-

(}) Bien que nous renvoyions constamment & cet article, l'intelligence du
présent travail n'en demande qu'une lecture superficielle.
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dre n de ces éléments. Dés lors, si m > n, m (o) désignera la
sorte des ensembles d'objets de sorte a, d'ordre m,

Cette construction léve la contradiction initiale. Les restric-
tions imposées & la formation d'un ensemble concernant les
ordres apportent des garanties suffisantes pour que le prin-
cipe de prédicativité soit maintenu. En outre, toute formule
peut cette fois définir un ensemble. Mais celui-ci se verra as-
signer un ordre suffisamment élevé, afin de conjurer le cercle
vicieux,

La présentation que nous venons de donner met 1'accent sur
les trois notions de type, d'ordre et de sorte. La derniére de ces
notions n'est pas toujours suffisamment mise en évidence par
les auteurs qui se référent aux théories ramifiées et, en pre-
mier lieu, par Russell. Elle permet pourtant de résoudre la
difficulté principale liée a ces théories, qu'est leur formalisa-
tion. Celle-ci ne peut pas se borner a ajouter simplement une
hiérarchie «horizontale» des ordres a celle, «verticale», des
types. Elle doit pouvoir en plus rendre compte de différences
de constitution entre objets de méme type et de méme ordre.
Ainsi, elle devra permettre de discerner les objets d'ordre 3
et de type 2 ayant des éléments d'ordre 1, de ceux, également
d'ordre 3 et de type 2, ayant des éléments d'ordre 2. Or cela
n'est possible que si l'on distingue des sortes d'objets d'un
type et d'un ordre donnés, par exemple 3 (1 (0)) et 3 (2 (0)).

Le formalisme que nous utiliserons s'inspire notamment de
Lorenzen [2]. Comme dans [1], nous nous limiterons a des théo-
ries sans symboles spéciaux pour les relations, ou ensembles
de n-uples. On peut toujours, en principe, s’en dispenser en
définissant le couple d'une maniére appropriée. Nous ne tien-
drons pas compte non plus de 'axiome de 1'infini et de 1'axiome
du choix. Ceux-ci posent des problémes particuliers qui, du
reste, ne sont pas propres a la ramification.

Certaines propositions, qui ont déja fait I'objet d'une argu-
mentation non technique ou trop peu satisfaisante, pourront
étre démontrées clairement dans ce formalisme. De plus, il
ressortira du théoréme 5 de cet article, que la théorie ramifiée,
qui se présente comme étant plus riche que la simple théorie
prédicative n'est pas, en fait, plus puissante que celle-ci.
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1. Le langage &.

1.1. Sortes, types, ordres et degrés.

Une sorte est une suite finie strictement décroissante de nom-
bres naturels ayant 0 pour dernier terme.

Les types et les ordres sont des entiers positifs. t (a), ou le
type de la sorte o, est le prédécesseur (dans la suite des en-
tiers) de la longueur de q.

Si n est un entier strictement positif, inférieur ou égal a la
longueur de la sorte a, a(n) est le ni*®¢ terme de la suite a.

0(c), ou l'ordre de a, est a(1). L'ordre d'une sorte est donc tou-
jours supérieur ou égal a son type.

8 (o), ou le degré de qa, est le nombre 0 (¢) — t(a). Si p est un
entier strictement positif et strictement inférieur a la longueur
de o, o« —p est la sorte obtenue en oétant le terme « (p) de la
suite o.

Exemples.

Soient les sortes:

4,3 21,0;0;4,2 0et50.

Désignons-les respectivement par «, f, vy et €. On a:
@) =0@) = Oitle) = Litly) = 2

(@) =0 =0() =4 0(@) = 5 8(c) = 3()
=0;3(y) =2;8() = 4 a—1=3210;

a—2 = 42,1,0; a—3 = 4,3,1,0; a—4 = 4,3,2,0;
y—1 =20 vy—2 = 4,0;e—1 = 0,

Pour la convenance des notations, une sorte a autre que 0
sera parfois notée a (1) (o— 1).

1.2. Symboles,

Pour chaque sorte a, on dispose d'une infinité dénombrable
de variables, notées: x% y® z* .... On suppose qu'il y a, pour
chaque sorte, une énumeération des variables de cette sorte.
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Chaque variable est donc déterminée par sa sorte et par son
numéro, ou sa place dans l'énumération des variables de
méme sorte (*). Nous convenons de désigner la ni*™® variable
de sorte p par xP, si x* désigne la nieme variable de sorte a.

Pour chaque sorte a autre que 0, & posséde un symbole rela-
tionnel binaire: =,.

& contient également les symboles logiques usuels, le sym-
bole d'égalité et les parenthéses.

1.3. Formules,

Les formules atomiques sont celles de la forme: x*—! &, y*
et x* = y* Les autres formules se construisent a partir de
celles-la en utilisant les signes logiques et les parenthéses (%).

1.4. Remarques et définitions.

Les notions de type, d'ordre et de degré d'une sorte a s'éten-
dent, par abus de langage, aux variables de sorte a. Donc,
T(x*) = 1(a)0(x*) = 0(x) et 8 (x4 = & (a).

Une formule est d'ordre k(k = 0) si les variables ayant des
occurrences libres dans cette formule sont d'un ordre inférieur
ou égal a k et les variables ayant des occurrences liées dans
cette formule, d'un ordre strictement inférieur a k.

On remarquera que, par cette définition, une formule d'ordre
k est également d'ordre n, si n = k.

Si m =0, & (m) est le fragment de & dont on a exclu les
variables (et les formules qui en dérivent) de degré strictement
supérieur a m. Une formule de degré m est une formule de
& (m).

Les indices indiquant les sortes seront omis lorsqu’aucune
ambiguité n'est possible ou a craindre.

(®) La nieme variable a est assimilable au couple <n, a>.

(*) Si ¢ et y son des formules, alors > ¢, (@ A V), (9 v W) (@ =),
dxop, Vxep sont également des formules.
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2. La théorie TR

Les axiomes logiques et les régles de déduction de TR sont
des adaptations évidentes au langage & des axiomes et régles
du calcul des prédicats avec égalité. Cela veut dire notamment
qu'en plus des restrictions habituelles qui permettent de for-
muler axiomes et régles, il est exigé qu'une variable ne peut
étre substituée qu'a une variable de méme sorte ().

Le systéme TR comprend, en outre, des axiomes d'extension-
nalité et de compréhension. La classe Ext des axiomes d'exten-
sionnalité est I'ensemble des formules de la forme:

Vol (22l € x w25l €, 7Y) - x% = y°

La classe Comp des axiomes de compréhension est I'ensemble
des formules de la forme:

3 y* Vx*—1 (x*~! €, y* < ¢), ol ¢ est une formule d'ordre 0 (a)
et ou y* n'a pas d'occurrences libres dans ¢.

Aucasou Jy* Vx*~1(x*~ !l €, y*<¢) est un axiome de
compréhension, l'expression {x*~!|@}* sera admise pour
abréger certaines formules. Les régles qui gouvernent I'utilisa-
tion de ces expressions seront conformes a l'usage en la ma-
tiere pour le premier ordre. De méme, les expressions {x*—1}«
et {T (x) | ¢} serviront d'abréviations pour {ve—! | ye—1! = xa—1}e
et {ve—1| Ix (v*! = T (x) A ¢)}% respectivement. L'harmonie
de ces écritures est liée a la présence des axiomes d'extension-
nalité ().

(*) Ainsi les formules de la forme (V x ¢ (x)—> ¢ (y)) ne seront admises
au rang d'axiome que si x et y sont de méme sorte.

Il faut signaler a ce propos que le non-respect de cette clause ne viole
pas nécessairement les régles de formation. On peut, par exemple, rem-
placer dans la formule x0 & yl(®, la variable yl® par z20 pour obtenir
I'expression x0 € z2(® qui reste bien formée,

() 8i a—1 = p—1 et si 0(a) + 0(p), les expressions {xo—1|g}s et
{xe—1]| @}B sont distinctes et se référent a des ensembles distincts. L'in-
dice marquant la sorte de ces expressions est donc indispensable pour évi-
ter 1'ambiguité.
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Sim =0, Comp N & (m) et Ext N & (m) sont désignés res-
pectivement par Comp (m) et Exf (m). i~ (m) est la relation de
déductibilité restreinte & & (m). En d'autres termes, si ¢y, .... ¢,
et ¢ sont des formules de & (m), gy, ..., @y - (m) vy signifie qu'il
Y a une dérivation (n'utilisant que la logique de TR) de vy a
partir de ¢y, ..., ¢, dont toutes les formules sont dans & (m).
Enfin, TR (m) est le fragment de TR basé sur ~ (m), qui a Comp
(m) + Ext (m) pour axiomes non logiques.

Convenons qu'une formule est normale ssi il n'y a pas dans
cette formule d'occurrences de deux variables distinctes de
méme numéro. Dans un but de simplification, certaines proposi-
tions concernant une classe de formules seront restreintes aux
formules normales de cette classe. Cela n'aura pas d'inciden-
ce sur la généralité de ces propositions dans la mesure ot —
c’est aisé a voir — tout énoncé est équivalent & un énoncé nor-
mal et ol toutes les formules apparaissant dans une démonstra-
tion (formelle) d'une formule normale peuvent étre supposées
normales.

3. Structures et modéles.

Une structure # pour le langage & ou pour l'un de ses frag-
ments est la donnée pour chaque sorte o (du langage), d'un
ensemble non vide M. et pour chaque sorte B (du langage)
autre que 0, d'une relation < entre éléments de M;_; et Mg
(<p S Ms_1x M) ().

Les notions de satisfaction et de modéle peuvent se définir
par extension des notions correspondantes pour le calcul des
prédicats, a condition d'assigner aux variables de sorte o des
éléments de M. et de faire correspondre a ; la relation <s.
C'est également par généralisation que la célébre preuve de
Henkin (pour le premier ordre) montre que tout ensemble de
formules, cohérent avec la logique de TR, admet un modéle.

() Les fragments de % que nous considérons possédent toujours la
sorte } —1 s'ils possédent f.
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4, L'équivalence formelle.

Le concept d'équivalence formelle, introduit par Russell, per-
met de relier entre elles des fonctions propositionnelles qui,
quoique d'ordres différents, se trouvent néanmoins vérifiées
par les mémes objets. Nous exprimerons cette relation, qui
sera notée ~, dans le cadre de la théorie TR de la maniére
suivante:

X0~y ssi x0 = yY

a P . S o ¥ p
X ~y ssi (Vz z €x &z €v),
oy, bien entendu, y = a—1 = §—1.

Théoréme 1.

a. ~ est une relation d'équivalence.

b. Si0(x) <O(B) et sia—1 = B—1, alors
TR ~ Vx*3 yh(yP~x9).

c. Si ¢ (x% et ¢ (y?) sont des formules et si a —1 = f—1,
alors TR  x* ~ y# = (¢ (x%) © @ (v?)).

Démonstration. a est immédiat et b découle directement des
axiomes de compréhension. Pour démontrer ¢, nous éliminons
d'emblée le cas, trivial, ol x* n'a pas d'occurrence libre dans
¢ (x%). Nous constatons également que c se déduit des axiomes
d'extensionnalité et logiques, si 0 (@) = 0 (B). Il reste donc a
envisager le cas ol x* a au moins une occurrence libre dans ¢
(x*) et ot O(a) == O(B). Si @ (x* est une formule atomique,
alors, compte tenu de ce que 'expression ¢ (y#) est bien formée,
il y a deux possibilités:

1. ¢(x% est de la forme z*!e& x* et, dés lors, ¢ (y?) est
1l e Yﬂ;
2. ¢ (x7) est x* = x*et, dés lors, ¢ (v?) est y? = yP.

La proposition est chaque fois vérifiée. Le résultat s'obtient, a
partir de 13, par induction.
Le théoréme qui suit généralise un axiome logique.



406 MARCEL CRABBE

Théoréme 2.

Si ¢ (x%) et ¢(y®) sont des formules et si 0 (8) < 0 (), alors
TR +~ Vx*g (x%) — ¢ (YF).

Démonstration. Le seul cas pertinent est celui ol l'une des oc-
currences — prises en considération — de x® dans g (x%) se
trouve dans une sous-formule autre que x* = x* et ou
0(B) <0(a). Soit z*! = x* une telle sous-formule. Alors
z"~! € y? est bien formée. Par conséquent, a—1 = B—1. Le
théoréeme 1, b et I'hypothése donnent donc: TR - I x©
(x* ~ ).

D'autre part, le théoréme 1, c et la logique entrainent:

TREx~y— (9 (x) © ¢ (7)),
TRx~y—=(Vxo((x)—0(y)

et

TR dx(x~y)=> (V9 (x) —>0(y).
D'ow, TR - Vx ¢ (X) = ¢ (V). O

5. Ramification et prédicativité.

Dans cette section, nous entamons 1'étude des rapports entre
TR et la théorie TP, présentée dans [1]. Ces deux systémes sont
formulés dans des langages différents. Le langage % de TP
utilise des variables indexées par des types (entiers positifs)
et non, comme c'est le cas pour &, par des sortes. Des pro-
cédés de traduction seront nécessaires pour comparer TP et
TR.

En vue de traduire les expressions de % dans %, on associe
a chaque type k une sorte ¢ (k) de maniére que:

On transforme ensuite chaque formule ¢ de # en une formule

o(0) = 0,
cn+1) = n+1(o(n)).
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k o (k)
o [¢] de & en y remplacant chaque variable x par x

Moyennant cette traduction, TP apparait comme une partie
de TR. En effet,

Théoréme 3.

Si TP + ¢, alors TR ¢ [g].

Démonstration. 11 suffit de montrer que la suite de formules de
& obtenue en traduisant les formules d'une dérivation (for-
melle) de ¢ dans TP, est une dérivation (formelle) de ¢ [¢] dans
TR. Les axiomes logiques et d'extensionnalité sont préservés
par 'opérateur o, ainsi que les régles de dérivation. o préserve

k+1 k
également les axiomes de compréhension car o [y Vx

[xk - Yk +1 o] est 3¢° (e+1) o) —

et o [y] est d'ordre k + 1, c'est-a-dire d'ordre 0 (¢ (k + 1)), si
P I'est. O

Ce théoréme peut étre également prouvé en remarquant que
la partie d'un modéle de TR, constituée par les univers et rela-
tions pour les sortes de degré 0, donne un modéle de TP.

6. Ramification et prédicativité (suite).

La technique utilisée pour traduire les formules du langage
& dans & vient d'étre décrite. La traduction inverse, de &
dans &, s'effectue de maniére similaire en associant a chaque
formule ¢ de & une formule t[¢] obtenue par remplacement

des variables x* par xt (u). Il y a lieu toutefois de se limiter ici
a traduire des formules normales afin de respecter les différen-
ces entre les variables.

L'analogue du théoréme 3 affirmerait que t[g] est dérivable
dans TP lorsque ¢ l'est dans TR. Cette proposition est, cette
fois, erronée. Il suffit, pour s'en rendre compte, de con-
sidérer l'axiome V2@ V0 (x0 € y2 @ > Jyi O (y1® & 720
A x% € v! ®) de TR dont la traduction n'est pas dérivable dans
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TP (voir [1]). Ce phénomeéne est di a la présence, dans cet
axiome, d'une variable de degré 1. En effet, ainsi que ce sera
démontré dans les paragraphes 7 et 8, la proposition est vraie
pour les formules de degré 0 (). Cela montrera que TR n'est
pas, a vrai dire, plus puissante que TP.

Lemme 1.

Si ¢ est une formule de & (0), on a TR (0) + ¢ ssi TP  t[g].
Démonstration. 8 (o (k)) = 0, quel que soit le type k et 1[q]
est un axiome de TP ssi ¢ est un axiome de TR (0). O

Attachons-nous donc & démontrer que TR est une extension
conservatrice de TR (0).

7. Réduction de TR.

Pour montrer plus aisément dans la section 8 que TR n'est
pas plus forte que TR (0), on analysera d'abord les axiomes
qu'il faut ajouter & ceux de TR (0) pour avoir TR.

Definitions.

1. Si x est de sorte a—p, h (p, a)(x) est défini récursivement
par les schémas:
h(l,0) (x) = {x}%
h(g+ 1,0 (x) = {h(ga—1) (v) | vex}

2. Si a—p est une sorte, H (p, a) est le prédicat, pour les ob-
jets de sorte o, défini par les schémas:
H(1.a) (x) ssi Iy ({y}* = x);
Hg+1,a) (x) ssi Vz(zex—>H(qa—1) (2).

3. o est la classe des formules résultant de 1'addition & Ext
des axiomes de compréhension de la forme:
dy (y = h(p, a) (x)).

4. % est la classe des formules résultant de l'addition a Ext

() Les formules de degré 0 sont évidemment normales.
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des axiomes de compréhension de la forme:
dyVv(vey<h(p o (v) €x).

5. Festlaclassest’ U ¥,

6. # (m), ¢ (m) et & (m) sont, respectivement, # N & (m),
NF metF N & (m).

Lemme 2.

a. Sid(x) = m,
# (m) - m)x =y<h(pa) (x) = h(poa(y).
Sid (y) = n,
#mr-mMxeyehp—1a—1)(x €hpa(y
b, Sim = § (a),
Fm+1)rm+1) Hpeo) @<+ Iyx = h(poa)(y).
c. Sim = b (y),
# (m) - (m) H (p, o) (b (p, 0) ().
d. Les formules H (p,a) (x) relévent du langage & (b (x)). Les
formules x = h (p, o) (y) relévent du langage & (5 (x) + 1).

Démonstration. a et d sont des conséquences directes des défi-
ninitions et ¢ découle de b.

b se démontre par récurrence sur p. On peut supposer d’em-
blée que p > 1. Par la définition 1 et par I'hypothése de récur-
rence, # m+1)-m+1)x =h{po(y)y=> Vz@zex—H
(p—1, a—1) (z)) et, par la définition 2,

#Hm+1) - (m+1)Iyx = h(p,a) (y)>H(p o (x)

Pour montrer l'implication inverse, désignons par ¢ la for-
mule Vvivey<h(p—1, a—1)(v) € x). Alors, ¢ (m + 1)
+ (m + 1) 3 y ¢. D'autre part, l'hypothése de récurrence, les
définitions 1 et 2 et le point a donnent # (m + 1) ~ (m + 1)
(Hpa)x) Ap)—=>x = h(p,a)y) et, #Fm+1)+ (m+ 1)
¢—> (H(p, o) (x)=> Iy (x = h(pa)(¥)).

D'ol la conclusion. O

Les deux opérations f et g qui seront définies ci-aprés agis-
sent sur les formules normales d'un langage & (m + 1) (m = 1).
Elles permettront d'effectuer la réduction de TR a l'un de ses
fragments. Les deux définitions seront données simultanément,
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chacune d'elle se fera par induction sur la longueur des for-
mules,

1. Considérons d'abord les formules de la forme x*—! & ye,
1.1. Sid (y) < m,
fxeyl =glxey] =xey.
12, Sid(y) =m + 1 etsi
121. 8(x) Sm, alors a (1) # a(2) +1 et fxey] =
dz(Vvivezoev =x)Azeh(2p) (Y)
gx*'ey] = Jz(Vv(vezeov = x+)
ANzeyd),ouf = a(l) (@2 +1(a—1)).
122. 8(x) = m+1,alorsa(l) = a(2) +1et
flxeyl = h(p—1,8—1) (x) €hp,B) (v)
glx*~1 € y] = xf~! € y#,
ou p est le premier entier tel que « (p — 1)
# o) tletoufm = a(m), sin<p, B(p

= a(p) +1etf(m = o(m—1), si m>p.

2. Soit la formule x* = y=,
2.1. Sid (x) < m,
fx=y] =glx=y] = x=y.
22.8i8(x) = m+1,
fx =yl = h(p:f) (x) = h(p.B) (y)
glx* = y] = xb=yh
ol p et § sont définis comme en 1.2.2.

3. fleVyl = flg] V Iy
gloVyl = glgl Vg,
f[>q] = >y,
gl>¢] = >glg].

4. Soit la formule Jx* ¢ (x%).
4.1. Si d (@) < m, ou si x n'a pas d'occurrences libres dans
P (%)
f[Ixe®] = Ixflp @],
glIxg(x)] = Ixglp x)]
4.2. Sinon, f[p (x)] est de la forme vy (h (p,f) (X)), p et B
étant définis en 1.2.2, En ce cas,
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fl3x% (x)] = 3= (H(p B) (x) A ¥ (x),
glAx*e®] = Ix"H P B) (x) A gy ().

Le lemme suivant est un ensemble de remarques a propos
de ces définitions.

Lemme 3.

Si @ est une formule de & (m + 1), alors

Fm+1) - (m+1)gfg,

g [¢] est une formule de & (m),

g [¢] est d'ordre k ssi ¢ est d'ordre k,

f [¢] est le résultat de la substitution & certaines variables
libres x? dans g [¢] de termes de la forme h (p, p) (x). O

anoe

Lemme 4.

Dans la théorie TR (m) + & (m + 1), de langage & (m + 1), on
peut dériver les formules de Comp (m +1).

Démonstration. Soit Iy* Vx*~! (x € y <> ¢ (x)), un axiome de
Comp (m + 1)- On élimine les situations triviales en supposant
que cet axiome n’est pas dans Comp (m) et que x apparait libre-
ment dans ¢ (x).

1. Sig(x) estdedegrém, alorsd (@) = m + 1 eta (1)
>a(2) +1.
Dés lors,
Comp (m) +# m+ 1) (m+1) Iy Vzzeye Ix
(z =h(l,—1) (x) A g ), 0up = a(l) («(2)
+1 (@ —1)) (lemme 2, d).
On en déduit que
Compm)+Fm+1)rm+1) Iy Vzzey< Ix
h(,B—1) @ = h(1,B—1) ® A ¢ ®).
La proposition suit de 14 par le lemme 2, a.

2. ¢ (x) n'est pas de degré m.
2.1. 5i 8 (x) < m. En utilisant le premier cas et le lemme 3,
b, ¢, on obtient: '
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Compm)+F m+1)-(m+1) Iy*Vx(xey<eg
[p (x)]) et
Compm)+Fm+1)-(m+1) Iy Vx(xey
< [ (%)),
I1 suffit alors de se référer au lemme 3, a.
22, Si3(x)=m+1,8(a) =m+1eta(l) = a(2) + 1.
Par le lemme 3, b, c, il vient:
Comp (m) - (m) Iy* Vx (x ey <glp (x)]l,petp
étant déterminés comme dans les définitions de f et de
g.Dela, siy (h (p—1,f —1) (%)) est la formule { [g (x)],
Comp(m)+#F m+1) - (m+1) Iy Vx(xey
< (x)) et
Compm)+F (m+1)-(m+1) Iy Vx(xey
< f [ (x)]).
Ce qui, par le lemme 3, a, achéve la démonstration. [J

Théoréme 4.
TR = TR (0) + #. (%) O

8. «Equivalence» de TR et TP.

Par récurrence sur p', on a le

Lemme 5.

Sip<pa—p =a—p, f—p =, p—@P+1) = o et
m = § (a) + 1, alors _

# (m) - m)h(p',ph(@Pa)(x) = hpE+1,phpE ) (x. O
Théoréme 5.

TR (m + 1) est une extension conservatrice de TR (m).

(®) Plus précisément, les axiomes non logiques de TR peuvent étre rem-
placés par Comp (0) + &,
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Démonstration. Soit .# un modéle de TR (m). Nous nous propo-
sons de 'étendre en un modéle de TR (m + 1), c'est-a-dire: par
le lemme 4, en un modéle de TR (m) + & (m + 1). En outre,
nous prouverons qu'une telle extension s'obtient par simple
addition a .4 d'univers et de relations pour les sortes de degré
m + 1. De cette fagon, le nouveau modéle satisfera les mémes
formules de & (m) que le modéle 4.

On construira une suite de structures #,, 4, s, ... telle que:
My = M; My, (k > 0) résulte de 'addition & .4, d'univers M,
et de relations <, pour les sortes y de degré m + 1 et de type
k + 1. Chaque ., sera une structure pour le fragment — que
nous appellerons & ((n)) — du langage & réduit aux variables
qui sont soit de degré inférieur & m + 1, soit de degré m + 1
et de type inférieur ou égal & n. Leur réunion sera de ce fait
une structure pour & (m + 1).

11 apparaitra sans preuve en cours de construction que ces
structures sont des modéles des axiomes de % et donc de Ext,
compris dans les limites des langages correspondants. Leur
réunion sera donc le modéle de TR (m + 1) cherché si elles
satisfont les axiomes de 5 appartenant a leurs langages. Com-
me #, est un modéle de TR (m), la démonstration ne concer-
nera que le passage de «#y & ., quel que soit k (k = 0).

Définissons 4 ((n)) comme étant la classe des axiomes
J(m + 1) N & ((n)) et supposons que 4, est un modéle de
# ((k)).

Si v est une sorte de degré m + 1 et de type k + 1, les élé-
ments de M, sont les ensembles de la forme {ve M,_;|.#,
Fh(p—1,a—1)(v) €x}, ot x appartient a M,, p>1 et
a—p = y. Cette définition est légitime parce que ., est un
modeéle de  ((k)). En outre, My est non vide, puisqu'il y a au
moins une sorte a et un nombre p (p > 1) tels que a —p = .

La relation <, est I'appartenance entre éléments de M, _; et
de M;. En d'autres termes, si v est dans M, _; et v dans M,, on
pose:

v <,y ssi v est un élément de y.
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Soit 3y (y = h(p, o) (x)) un axiome de 4 ((k + 1)). Mon-
trons qu'il est valide dans #.1.

1. p=1.
On peut se limiter aucas o d (@) =m + letv (o) = k + 1.
Il y a une sorte f de degré m et un nombre q (q > 1) tels que
a = B—q.Déslorsa—1 = f—1) — (q—1)
et#y F dy(y = h(@q—1,p—1) (x)). Donc, en appliquant
lelemme 2, a,six e M,_j,onaHy,; = h(l,a) (x)
={v|h(@—1,—1)(v) € h(1,p)h(g—1,p—1) ®)}.
2. p>1.
Supposons cette fois que d (a—p) = m + 1 et 1 (a — p)
=k + 1.

Soit x un élément de Hy (y = o — p). Autrement dit:

x ={veM lH#Fh{p —1, o« —1)(v)ey}, pour un
nombre p'» une sorte o' et un élément y de M,, , tels que p' > 1,
d(@) = mety = o' —p".

Sio = o',alorsp = p'et My F h(p a)(x) =
{(vlve yAH@P —1, ¢ —1) (v)}.Sia = o, alors a (p) #
o (p).
En ce cas, nous pouvons supposer (*) que a' (p') > o (p) et, par-
tant, p' < p. Il vy a, dés lors, une unique sorte B telle que
Bf—(@T1) = o etf—p = a Nous montrons que 1'élément
zde M, telque MHy oy =z = {w*l|lh(p'—1,p—1)(w) €
h{p+1,B)h(p,a)(x)} est I'ensemble h (p, a) (x) cherché.
Tout d'abord, #y.1 = h (p, a) (x) € z. En effet, si

My .1 E v € x, il vient successivement;
My Fh(p,B—1)h(p—1,d—1)(v)eh(@+1,p) ‘
h (p', o) (x) (lemme 2, a),
Moy Fh(p —1,—1)h(p—1,a—1)(v) € h(p+ 1,p)
h (p', o) (x) (lemme 5),
etlyis EFhip—1,a—1)(v) €z
Enfin, #+1 = 2 S h (p, o) (%), Car si My, = W € z, il existe

(") L'autre cas se démontre de fagon symétrique.
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un élément vde M, tel que & .1 Eh(p'—1,§—1) (W) =
hipf—1)h{p —1, " —1) (v) A vezx et donc,

My F Av(iw = h(p—1, a—1) (V) AveEy) (lemmes 2, a
et 5). O

Corollaire.

a. TR est une extension conservatrice de TR (0).
b. Si ¢ est une formule de & (0), alors TR ~ g ssi TP 1 [g].
c. Siy est une formule de &, alors TP i v ssi TR + o [y].

Démonstration.

a. si g est une formule & (0) et si TR ~ ¢, alors TR (m) ~ (m) g,
pour un entier m et, par m applications du théoréme, TR (0)
+ (0) g.

b. Sig est dans & (0), ¢ [t [¢]] est identique a .
Le théoréme 3 montre donc que TP  t [¢] entraine TR  ¢.
La réciproque se déduit du point a et du lemme 1.

c. Siy est une formule de %, ¢ [y] est une formule de & (0) et
1 [0 [y]] est identique a . La proposition suit du point b et
du théoréme 3. O

9. Ramification et réductibilité.

L'axiome de réductibilité fut introduit par Russell pour re-
médier a certaines difficultés engendrées par la ramification.
On ne peut pas, par exemple, inférer d'une formule universelle
V x @ (x) chacune des instances (bien formées) ¢ (y) (voir théo-
réme 1). Il faut également se résigner a définir les nombres
naturels d'une facon peu satisfaisante et imposer des restric-
tions au principe d'induction. On en arrive méme, dans cer-
tains cas, & devoir admettre que le supremum d'un ensemble
borné de réels est d'un ordre supérieur a l'ordre des éléments
de cet ensemble. Pour contourner ces problémes, l'axiome de
réductibilité doit venir se surimposer de 1'extérieur a une théo-
rie apparemment suffisante. Or, ainsi que ce fut signalé par
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Ramsey (voir [3]), cela n'est pas sans effets: I'axiome de réduc-
tibilité semble ruiner totalement la hiérarchie des ordres.
Etranger aux motivations qui ont mené a la ramification, cet
axiome fait apparaitre la distinction des ordres comme une
complication inutile superposée a celle des types. Il fut de ce
chef condamné sans appel, mais aussi, & notre connaissance,
sans véritable preuve.

Dans ce paragraphe, nous démontrerons le bien-fondé de ces
critiques dans le cadre du systéme TR. Nous y montrerons
que la version simplifiée des Principia Mathematica obtenue
en ajoutant a TR l'axiome de réductibilité n'est, somme toute,
qu'une présentation compliquée d'un systéme de théorie sim-
ple des types. Il en suivra, comme corollaire, que l'axiome de
réductibilité est indépendant de TR.

La théorie TT, décrite dans [1], est une version simplifiée de
la théorie simple des types. Les formules de cette théorie s'écri-
vent dans le langage %. TT est plus forte que TR, en vertu du

Théoréme 6.

Si ¢ est une formule normale de & et si TR + ¢, alors TT
T [g].

Démonstration. TT admet, comme axiomes de compréhen-
sion, toutes les formules de % de la forme Iy2+! Vx»
(x* € y**! -q), olt y**1! n'est pas libre dans . La traduction
d'un axiome de TR dans .# est donc un axiome de TT. Cette
traduction respecte également les régles de dérivation. Ainsi,
toute dérivation de ¢ dans TR se transforme en une dérivation
de t [¢] dans TT. O

On démontre également cela en notant que tout modéle A4~
de TT s'étend en un modéle # de TR. Il suffit pour cela de
poser Ma N-r (@ et < 8 <1: 6 —1

Parmi les multiples formes possibles de l'axiome de réduc-
tibilité, nous choisirons l'affirmation que tout ensemble d'un
ordre donné dépassant d'au moins une unité 1'ordre de ses élé-
ments est formellement équivalent & un ensemble d'ordre im-
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médiatement inférieur. Se postulat s'exprime dans & par l'en-
semble Red des énoncés:
VxP Jy* (y*~xP), ol a—1 = B—1 et B (1) = a(l) + 1.
La théorie PM, résultant de 'addition de Red & TR, est une
simplification du systéme des Principia Mathematica.

Théoréme 7.

a. PM VxP Jy*(y* ~xP),sia—1 = B—1.
b. Sig(x%) et @ (yP) sont des formules de &, alors
PM - Vx¢ o (x%) —> ¢ (v9).

Démonstration. La proposition a. ne fait que combiner Red et le
théoréme 1, b. b. se démontre en apportant une modification
évidente a la démonstration du théoréme 2. a

Le théoreme 1, c sera généralisé dans le lemme qui va suivre,
Ce lemme est précédé de la

Définition.
Une formule (normale) ¢ de & est une variante d'une formule
(normale) ¢ de & ssi y est obtenu en remplacant chaque
variable de ¢ par une variable de méme numéro et de méme
type.

Si ¢ est une variante de ¢, ¢ est également une variante de v
et les traductions, dans .%, de ¢ et de vy sont indiscernables
(v [o] = = [y]).

Lemme 6.

Si Y (Y1 ...r Vo) est une variante de ¢ (x¢ ..., %), si la suite
X1, ..., X, mentionne toutes les variables libres de ¢ (xy, ..., X5)
et si x; ~ v; est une formule (i < i< n), alors PM - (x; ~ 71 A
e N Xy~ V)= (9 Xy e o) ©Y (Y, ... Y0)). En particulier, si
¢ et y sont des énoncés, PM - ¢ <> .

La démonstration par récurrence sur la construction de
@ (X1 ..., X,), analogue a celle du théoréme 1, ¢, ne rencontre
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qu'un seul cas non évident, celui du quantificateur. On le

résout en faisant appel au théoréme 7, a. O

Théoréme 8.

a. Si ¢ est une formule normale de &, alors PM |- ¢ ssi
TT + 7 [q].

b. Si ¢ est une formule de %#, alors TT 1 ssi PM ¢ [y)].

Démonstration.

a. 1. En remarquant que la traduction des axiomes de Red
sont démontrables dans TT, on prolonge la démonstra-
tion du théoréme 6 pour obtenir que PM - ¢ entraine
TT + T [q].

b. 1. Si TT + v, alors PM ¢ [y]. L'opération o préserve les
axiomes logiques et d'extensionnalité ainsi que les régles
de dérivation. Montrons qu'elle respecte les axiomes
de compréhension. Soit Jy*+! Vx* (x* € y*H <> 9), un
tel axiome. En admettant que o [y] soit d'ordre m (m =
n+1), ona TR Ay Vx(xeyeo[y]) si p = m

+1
(06 (n)). Par ailleurs, TR za rd) ~ yﬁ-—> (Vx(xevy

oofi)>Vx(xezwo[y]). Do, PM - o [T y> +!
Vx* (x € vyl

a. 2. SiTT + 1[g], PM + o [t [9]], en vertu de b. 1.
Or ¢ [t [g]] est une variante de ¢. Donc, par le lemme 6,

PM - o.
b. 2. SiPMr o[y], TT  t[o [¢]] a.1.). Or t [o [y]] est iden-
tique a 4. Dong, ... O
Corollaire.

Les énoncés de Red ne sont pas démontrables dans TR.
Sinon, TR serait identique & PM et, par le corollaire ¢ du
théoréme 5, TP identique a TT, ce qui est absurde (voir [1]). O
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