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Introduction: Gr. C, Moisil et son école en Roumanie, A. Mon-
teiro et ses éléves en Argentine ont étudié et développé la
théorie des algébres trivalentes de Lukasiewicz. Nous avons,
récemment (1), fait une synthése de ces divers travaux et ex-
posé quelques résultats personnels sur ce sujet notamment une
étude compléte des algébres de Wajsberg et les liens existant
entre ces algébres introduites par A.Monteiro et les algébres
trivalentes de Lukasiewicz introduites par Moisil. Nous allons
nous intéresser ici aux rapports susceptibles d’'exister entre les
algébres de Heyting et les algébres trivalentes de Lukasiewicz
d'une part et les algébres de Brouwer et les algébres trivalen-
tes de Lukasiewicz d'autre part.

Dans (4) Moisil a montré que les algébres trivalentes de
Lukasiewicz sont, en particulier, des algébres de Heyting en
exprimant l'implication intuitionniste au moyen des opérations
primitives de l'algébre. Par dualité, les algébres trivalentes de
Lukasiewicz sont aussi des algébres de Brouwer. Dans (3) L.
Iturrioz a caractérisé les algébres trivalentes de Lukasiewicz
parmi les algébres de Heyting-Brouwer (8) et en donne ainsi
une définition utilisant les deux opérations binaires = et =
dites implication intuitionniste et pseudo-différence. Nous nous
proposons d'abord de séparer les algébres de Heyting des al-
gébres de Brouwer, c'est-a-dire de réaliser les deux choses
suivantes:

— caractériser les algébres trivalentes de Lukasiewicz parmi
les algébres de Heyting et en donner ainsi une définition sans
utiliser l'opération binaire - mais simplement I'opération
unaire [ dite pseudo-complément dual,

— caracteriser les algébres trivalentes de Lukasiewicz par-



2688 DENISE BECCHIO

mi les algébres de Brouwer et en donner ainsi une définition
sans utiliser 'opération binaire = mais simplement I'opération
unaire " | dite pseudo-complément.

Nous établirons ensuite I'indépendance des axiomes obtenus.

DEFINITION 1. Dans un travail antérieur (1) nous avons re-
pris les définitions d'une algebre trivalente de Lukasiewicz
données par Varlet dans (10) et (11) afin de résoudre le pro-
bléme d'indépendance des axiomes posé par Varlet lui-méme
dans (10). Nous avons ainsi défini une algébre trivalente de
Lukasiewicz de la fagon suivante:

Un systéme (A,0,1, A, V,* *) formé par un ensemble non
vide A, deux élémenl!s distincis 0 et 1 de A, deux opérations
binaires A et V définies sur A et deux opérations unaires *
et + définies sur A, est une algébre trivalente de Lukasiewicz
si les axiomes suivants sont vérifiés:

V.xAxVy =x
V2.xA(yVz) = zAxV(yAx
V3. xAx* =0

V4, xAy)* = x*Vy*

V5. 0* =1

Ve xVxt =1

VZ @Vt =xt Ayt

V8. 1t =0

V. xAxt<yVy*

Rappelons que les axiomes V1 - V8 érigent A en treillis distri-
butif doublement pseudo-complémenté (10).

DEFINITION 2. Nous dirons, par définition, qu'un systéme
(A, 1,0, A, V,=,[") formé par un ensemble non vide A, deux
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éléments distingués 1 et 0 de A, trois opérations binaires A,
V et = définies sur A et une opération unaire [~ définie sur A
est une algébre trivalente de Lukasiewicz si les axiomes sui-
vants sont vérifiés: ‘

Al x=x =1

A2 x=79)Ay =1y

A3 xA@E=>y) =xAy¥y
Adx=ayAz) = =220 AEx=>Y)
AS EVy)=z=(x=22A(y=22)
A6.0Ax =0

A7 xVIix=1

A8 IxVy =TxAly

A9l1 =0

Al0. x=2y)Viy=2Tx=0) =1

THEOREME. Nous allons démontrer I'équivalence des défini-
tions 1 et 2.

Soit (A, 1,0, A, V, =, ") une algébre vérifiant les axiomes A1 -
A10. Rappelons d'abord que d'aprés les cing axiomes Al - A5,
(A1, A\, V,=) est une algébre de Hilbert-Bernays (5) et
d'aprés les six axiomes Al - A6, (A, 1,0, A, V, =) est une al-
gébre de Heyting (5). (A, 1,0, A, V, =, ") posséde donc toutes
les propriétés des algébres de Heyting (2) (7). Nous supposons
ces propriétés établies et écrivons simplement celles qui nous
serviront par la suite:

PLxAy=vAx,xVy=yVx
P2 xV(iyAz) = xxVyYA@ExVa
P31Ax =1x 1Vx = 1,1 est le plus grand élément.

P4 xVO0 =x 0<zx, 0 estle plus petit élément.
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P5Six<vyalorszVx<zVy

P 6. x <y est équivalent a x=y = 1

P7 Siy<zalors (x=v) < (x=32)

P8 x< (y=x)

PO L xVY<(x=v)=2Y)

PI0. x=2(y=1z) =xAy)=z = YAX)=z =y=

(x=12)

En posant "1x = x =0 nous pouvons alors établir les théo-
rémes suivants:

TI. xA7Ilx = 0

. xAx=0 =xA0 A3.

2. xATlx =0 1.A6.P1
T2. [xATTx =0

1. MxVrix) =1 A7.

2. MxAlTTx =0 1.A8.A9.
T3. NMMx<x

L xV(IxAlNMx) = xVIx)AEVITx

P2,

2 xVO=1AxVITx 1.T2.A%.

3. x=xVITx 2.P4.P3.
T4 Tx = x=[x

. Mx< x=0x) P8.

2. x=lx)=Mx =1 A7.P9.P3.

3. x=x) <Ix 2.P6.
T5. Ix<Ix

1. 0<Ix P4,

2. x=20<Ex=0x 1.P7.

3. Ix<Ix 2.T4.
T6. 1Mx<x

1. TIMrx<lNrx T5.

2 MFz€x 1.T3.
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T7. x=2y)V(iy=3x =1

1. y="1x) < (y=x) T6.P7.
2. E=27)Viy=2"1x)<zx=2y)V(y=x

1.P5.
31<sxz=2y)V(iy=3 2.A10.
4. (T7) 3.P3.

A. Monteiro (6) a démontré que dans une algébre de Hilbert-
Bernays la condition (x =vy) V (y = x) = 1 est équivalente a

T8. xAy)=z = x=2z)V (y=2)
ou a

T9. x=2(yVz = x=2y)VEZ=2

On a alors
T10. lxAy) = 1xVly d'aprés T8.
Tl x=2y)V(Ix=2Ty) =1

1. y=>(x=0 = Mx=(y=0) P10.

2. (T11) 1.A10,

TI2 xAll'x€yVly
. E=2)VE=2VIix=2yV(Iix=2Tly =1

T11.P3.
2. =V IMVIx=wVly) =11T9.
3. EAMX) =YVl =1 2.T8.

(A, 1,0, A, V,=,1) étant une algébre de Heyting est en par-
ticulier un treillis distributif et par suite d'aprés Sholander (9)
on a les axiomes V1 et V2. De plus en posant "Ix = x* et
x = x*, Tl et V3 sont identiques; T10 et V4 sont identiques;
V5 se déduit directement de Al; A7, A8 et A9 sont respective-
ment identiques a V6, V7 et V8; T12 et V9 sont identiques.
Réciproquement, soit (A, 0,1, A, V, *, +) une algébre vérifiant
les axiomes V1 - V9. Dans (4) Moisil a montré que les algébres
trivalentes de Lukasiewicz sont en particulier des algébres de
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Heyting et par suite on a les axiomes Al-A6 en posant
x=y = x*Vy*) A xtVy) (12). V6, V7 et V8 sont res-
pectivement identiques & A7, A8 et A9 en posant x* = “Ix
et x* = [x. Il suffit donc de démontrer A10 & partir des
axiomes V1 - V9. Pour cela nous établirons au préalable trois
égalités:

(i) x*** = x* Cette égalité est vraie dans tout treillis
pseudo-complémenté donc a fortiori dans le treillis double-
ment pseudo-complémenté (A, 0,1, A, V, *, *).

() y* Ay* = y* car y* = y* Al = y*A@yVyH) =
VAV AY) =y Avh

(iii) x** = x+*, Cette égalité est vraie dans tout treillis dis-
tributif doublement pseudo-complémenté vérifiant x* A x++ =
0 donc en particulier dans (A, 0,1, A, V, * *).

On a alors:

(x* VY*) A V)V (y* V) Ayt V xt¥)
= (x*Vy*NAE*VY) VIy* VA [T+ VxHy)
(i)
= ((x*VY*MAEFVY)VII* Ay Vxty

distributivité
= (x*Vy*"AEVY)V*VxtY
(ii)
= (Z*Vy* VeV AR* VyVy*VzHy
distributivité

= @x*Vy"*VyVmAtVyVy*tVzth
(iii)
=1A1=1

Les définitions 1 et 2 sont donc bien équivalentes.

INDEPENDANCE DES AXIOMES DE LA DEFINITION 2. Nous
avons démontré dans (1) I'indépendance des axiomes V1 - V9,
démontrons maintenant l'indépendance des axiomes Al - A10.
Indépendance de Al:

Soient 1, a et 0 trois éléments distincts .On désigne par T,
1'ensemble {1, a.'O}.
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Dans T; on pose:

=11 a 0 /\|1a0V1a0 |r
1|1 ao 1|1 ao0o 1|1 11 1[0
all a 0 ala a 0 al|1l 1 1 alo
0f1 11 olooo ofl1 10 ot

Les axiomes A2 - A10 sont vérifiés dans T; alors que l'axiome
Alnenelestpascara=a = a * 1.

Indépendance de A2:

Soient 0 et 1 deux éléments distincts, On désigne par Ty l'en-
semble {1,0},

Dans T; on pose

=|1 0 All 0 V|1l 0 r
1 11 1 11 1 10
0|1 1 0lo o 0l1 1 0o

Les axiomes Al, A3 - A10 sont vérifiés dans T; alors que 1'axio-
me A2 ne l'est pas car (0=0 A0 = 1 #= 0.

Indépendance de A3:

Soient 1 et 0 deux éléments distincts. On désigne par T3 l'en-
semble {1,0}.

Dans Tj on pose

=11 0 All 0 Vi1l o0 |
101 1 111 0 101 1 1|0
0|1 1 0lo o 0|1 o o1

Les axiomes Al, A2, A4- A10 sont vérifiés dans T3 alors que
l'axiome A3 ne l'estpascar 1A (1 =0=1A1=1+1A0.
Indépendance de A4:

Soient 1, a et 0 trois éléments distincts. On désigne par T;
I'ensemble {1, a, 0}.
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Dans T, on pose

op ==

|

Les axiomes Al - A3, A5- A10 sont vérifiés dans T4 alors que
l'axiome A4 ne l'est pas car a=>(@a/A0) = 1 et (a=0) A
@=a =0A1=0 1.

Indépendance de AS5:

Soient 1, a et 0 trois éléments distincts. On désigne par Tj; 'en-
semble {1, a,0}.

oo =
_- |
-0 O] ©
om-—|>
o p O ©
cn:-—-l(
pp =
o P =l O

1
1
1
1

op o|e

— s

1
a
0

Dans Ts on pose

oo =]
= e
= O o) o
op v-|>
SR | =
op pl|a
coojo
ow --|<
b i b |

1
1
1
1

PR =P
oo =|O

Les axiomes Al - A4, A6 - A10 sont vérifiés dans T; alors que
I'axiome A5nel'estpascar (@aV0)=0=0=0=1et (a=0)
AN0=0=0A1=0=+1.

Indépendance de A6:

Soient 1, a et 0 trois éléments distincts. On désigne par Tg
I'ensemble {1, a,lO}.

Dans T; on pose

=11 a 0 /\|1a0 V]l a 0 I
11 a0 1|1 a0 1|1 11 10
all 1 1 ajla a a al|l a 0 ali
0|1 a 1 0|0 a 0 0|1 0 O 011

Les axiomes Al - A5, A7-A10 sont vérifiés dans T, alors que
l'axiome A6 ne l'est pas car0 A a = a + 0.
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Indépendance de A7:

Soit Ty le treillis distributif dont le diagramme est

1
7N
a b
X &
0

Dans T; on pose

cowm |l
e ] B
- = o
.-mU'Oo
=2
»moc—-l

Les axiomes Al - A6, A8 - A10 sont vérifiés dans T; alors que
l'axiome A7 ne l'est pas car aV[l a = aVO0 =a = 1,

Indépendance de A8:

Soit Ty le treillis distributif ayant méme diagramme que T; et
meéme tableau de définition de = mais dans lequel on pose
M=0lTa=1TTb=4a1[0=1.

Les axiomes Al - A7, A9 et A10 sont vérifiés dans Tg alors que
l'axiome A8 ne l'est pas car [ (aVb) =1 =0 et aA
M =1Aa=a=0.

Indépendance de A9:

Soit Ty le treillis distributif ayant méme diagramme et méme
tableau de définition de = que T; mais dans lequel on pose
[Tx = 1 pour tout x.

Les axiomes Al - A8, A10 sont vérifiés dans Ty alors que I'axi-
ome A9 nelestpascar[[1 = 1 = 0.

Indépendance de A10:

Soient 1, a, b et 0 quatre éléments distincts. Soit Ty, la chaine
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O— T — —

dans laquelle on pose

il =1 I

0
0
0
0
1

oo =]
[
e @
[y <« o I op
(=0 = o -

Les axiomes Al - A9 sont vérifiés dans Ty, alors que 1'axiome
Al10 ne l'est pas car a=b)V(b=>("a=0) = bV (b=0)
=bVO0=1>»=1.

DUALISATION DE LA DEFINITION 2. Nous venons de don-
ner une nouvelle définition des algébres trivalentes de Luka-
siewicz a partir des algébres de Heyting et par dualité nous
pouvons également donner une nouvelle définition des alge-

bres trivalentes de Lukasiewicz & partir des algébres de Brou-
wer,

Un systéme (A, 1,0, A\, V, =,71) formé par un ensemble non
vide A, deux éléments 1 et 0 de A, trois opérations binaires
A, V et = définies sur A et une opération unaire T\ définie
sur A est une algébre trivalente de Lukasiewicz si les axiomes
suivants sont vérifiés:

BlLx=-x=0
B2xV =~y
B3 x+-yWWVy=xVy

I
M
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B4 xVYy)=~z=(y=2)V (x+32
B5x=(FAd =(x+y)V (x+2)
B6xV1 =1

B7ZxAIx=0

B8 T1xAy)="kVly

B9 710 =1

B10. x=v)A(1="1y)=x) =0

D'aprés les cing axiomes Bl1-B5, (A, 1,0, A, V, =) est une
algeébre de Brouwer (5). Les opérations unaires [ et ~| appa-
raissent comme duales d'aprés les axiomes A7, A8, A9 et B7,
B8, B9. Pour toutes les démonstrations formelles faites précé-
demment nous pouvons donc écrire les démonstrations for-
melles obtenues par dualité. De méme a chacun des modéles
utilisés pour démontrer l'indépendance des axiomes Al - A10
on peut associer un modéle dual montrant respectivement 1'in-
dépendance des axiomes Bl - B10. Par suite les deux définitions
utilisant respectivement les axiomes Bl -B10 et les axiomes
V1 - V9 sont équivalentes.
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