ALGEBRES DE POST ET DE MOISIL
TRIVALENTES MONADIQUES LIBRES (*)
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1. INTRODUCTION

Un systéeme (L, 1, ~, A, V, V) formé par 1°) un ensemble,
non vide, L; 2°) un élément 1 de L; 3°) deux opérations unaires,
~, V, définies sur A; 4°) deux opérations binaires, A, V, défi-
nies sur L, sera dit une algébre de Lukasiewicz trivalente si les
axiomes suivants sont vérifiés (pour tout x,y,z de L): L1)
xAEVy) = x 12 xA(yVz = A% V(yAx); L3)
~~x=X1L4) ~xANy)=~xV~y;L5) ~xVVx=1;
) x A ~x=~xAVXLHAVEAY = VA Vy. Pour
simplifier nous dirons aussi que L est une algébre de Luka-
siewicz. Cette notion a été introduite par Gr. C. Moisil [5],
Voir aussi [6], [7]. [8], [9], [12].

Dans une algébre de Lukasiewicz V est 'opération de possi-
bilité et I'opération de nécessité A est définie par Ax =
~ V ~ x, D'aprés Moisil [5] pour qu'un élément b de L soit
booléen il faut et il suffit que Vb = b, ou ce qui revient au
méme A b = b. Nous représenterons par B(L) I'ensemble de
tous les éléments booléens de 1'algébre de Lukasiewicz L.

Si L a un centre, c'est-a-dire un élément c =L tel que
~ ¢ = ¢, nous dirons que L est une algébre de Lukasiewicz
centrée et ¢ est appelé le centre de l'algébre L. Si L a un centre
il est unique ([5], [6], [13], [14]). Les algébres de Lukasiewicz
(trivalentes) centrées coincident avec les algébres de Post
(d'ordre trois ou trivalentes), voir par exemple [2] et [14].

Les algébres de Lukasiewicz (trivalentes) axées ont été intro-
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1976. Un résumeé de cet article sera publié dans le Journal of Symbolic
Logic.
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duites par Gr. C. Moisil ([6], page 88). En accord avec les ré-
sultats indiquées dans notre travail [14] une algébre de
Lukasiewicz L est axée s'il existe un élément e de L, appelé
I'axe de L, tel que 1°) A e = 0, 29 x = (& x V ¢
A V x, quel que soit x € L. Si L a un axe il est unique
[14]. A. Monteiro [11] a donné & ces algébres le nom d'algébres
de Moisil trivalentes.

Dans notre travail [14], nous avons introduit la notion d'al-
gébre de Lukasiewicz (trivalente) monadique, comme un coup-
le (A, 3) ou A est une algébre de Lukasiewicz (trivalente) et
d un opérateur unaire défini sur A, tel que: 30 = 0;
x=xA3x; ATy =33xA3Ty; I Vx=V Ix;
3 A x = A 3 x, quels que soient x, y € A. Si A est une al-
gébre de Post (trivalente) nous dirons que (A, 3) est une
algébre de Post monadique et si A est une algébre de Lukasie-
wicz axée nous dirons que (A, 3) est une algébre de Moisil
monadique.

Nous allons déterminer dans ce travail les algébres de Post
et de Moisil monadiques avec un nombre fini n de généra-
teurs libres, en notation PM(n), MM(n).

Nous utiliserons ici la terminologie et les résultats obtenus
dans notre travail [14]. Rappelons seulement que les images
homomorphes d'une algébre de Lukasiewicz monadique L sont
détérminées, a un isomorphisme prés, par les systémes déduc-
tifs monadiques, c'est-a-dire des filtres F de L qui verifient:
SixeF alors Ax, VxeF ou Vx = ~ 3 ~x. Un sys-
teme déductif monadique M de L est dit maximal si M = L
et si F etant un systéme déductif monadique de L tel que
MCF alors F=MouF = L.

Si L est une algebre de Post, c le centre de L et h est un
homomorphisme de L dans une algébre de Post, alors h(c) est
un centre de h(L).

11 est facile de voir qu'une algébre de Post monadique A est
simple si et seulement si 3 A = {0, ¢, 1}, ou c est le centre
de l'algébre A.

Si X est un sous-ensemble d'une algébre de Post monadi-
que A, nous noterons par S(X) (respectivement SP(X)), la sous-
algébre de Pest monadique (sous-algébre de Post) engendrée
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par X, Si X est fini nous représenterons par N{X] le nombre de
d'éléments de X. ,

Si A est une algébre de Post monadique simple, et G ©€ A
est tel que S(G) = A, alors SP(G) = A. Par conséquent si

N[G] = n, n naturel, A est finie car N[SP(G)] < 3@ ).

Il est bien connu que si A est une algébre de Post finie
alors P = T%, ou T est l'algébre de Post {0, ¢, 1} et T¥ indique
le produit cartésien de k algébres égales a T.

Si M est un systéme déductif monadique maximal d'une al-
gébre de Post monadique A, alors l'algébre quotient A/M est
une algebre de Post monadique simple. Alors si G & A est
tel que S(G) = A et N[G] = n, l'algébre A/M est finie. En
effet, si h est 'homomorphisme naturel de A sur l'algébre simple
A/M, A/M = S(h(G)) = SP(h(G)) et comme 1 < N[h(G)] € n,

3! < N[A/M] <€ 3%, En outre, comme A/M est simple
3 (A/M) = {0, ¢, 1}, ou c est le centre de A/M. Nous noterons
par Ty = (T% 3) l'algébre de Post monadique ou I Tk =

{0,c,1}. Alors A/M = T]':, 1<k <30,

Si A est une algébre de Lukasiewicz (trivalente) monadique
nous avons démontré [14] que A est isomorphe a une sous-
algébre du produit cartésien P = II  A/M, ot H est la

MeM
famille de tous les systémes déductifs monadiques maximaux
de A et que si A est finie, A est isomorphe a P.

2. LES ALGEBRES DE POST TRIVALENTES MONADIQUES
AVEC UN NOMBRE FINI DE GENERATEURS LIBRES.

PM(n) est isomorphe a une sous-algébre S de P = II
Me M
PM(n)/M, ou N est I'ensemble de tous les systémes déductifs
monadiques maximaux de PM(n). Comme chaque quotient
PM(n)/M est un ensemble fini, si on montre que ! est fini,
alors P et PM(n) seront finies.
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En effet si M e S, alors PM(n)/M = T 1 <k <3, On

peut supposer que Tl‘: est une sous-algébre de T* = T*n. Soit
@)

G l'ensemble de générateurs libres de PM(n) et (T*)¢ l'en-
semble de toutes les applications de G dans T*. Si f = (T*)S,
alors comme PM(n) est une algébre libre, il existe un homo-
morphisme h; de PM(n) dans T* qui prolonge f. Le noyau de
h; : N(hg) est un systéme déductif maximal de PM(n). En effet
S = hy(PM(n)) est une sous-algébre de Post monadique de T*
et comme T* est simple, 5 est encore simple. Comme
PM(n)/N(h;) = h{(PM(n)), alors PM(n)/N(h;) est simple, donc
N(hy) est un systéme déductif monadique maximal de PM(n).
Nous avons ainsi une fonction de (T*)® dans .}, définie de la
maniére suivante: ¢(f) = N(h;). Voyons si ¢ est surjective:
étant donnée M e JH, soit h 1'homomorphisme naturel de
PM(n) sur l'algébre quotient PM(n)/M, comme PM(n)/M est
isomorphe a une sous-algébre de T*, h est un homomorphisme
de PM(n) dans T*. Soit f la restriction a 'ensemble G € PM(n),
de la fonction h, alors f & (T*)%. Comme PM(n) est une algébre
libre, la fonction f peut étre prolongée a un seul homomor-
phisme h; de PM(n) dans T*. Alors h; et h sont des homomor-
phismes qui prolongent f, donc h; = h et par conséquent
N(hy) = N(h) = M.

Comme (T*)¢ est fini, alors S} est fini. D'aprés ce resultat
nous pouvons affirmer que PM(n) est finie et par conséquent:

t
PM(@m) = II PMmn)/M, oi t = N[].
i=1
Si M « Jli, alors nous savons que PM(n)/M = TY 1 <k <

3". Représentons par My l'ensemble {M e JH:PM(n)/M =
T; L 1<k <3 Alors JH est I'union disjointe des M. Nous

allons démontrer que chaque ;. est un ensemble non vide et
déterminer m, = N[H], 1 < k < 3»,
Etant donné k, 1 < k < 3%, soit Hom* (PM(n) : TY) 'ensem-
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ble de tous les épimorphismes monadiques de PM(n) dans Tl“.
et Aut (T;‘) I'ensemble de tous les automorphismes monadi-
ques de T:. On montre que:

N[Hom™ (PM(n) : T)]

N[H] = 1<k <3,
N[Aut (T*)]

I1 est facile de voir que si G est un ensemble de générateurs
libres de PM(n) et P(n) la sous-algébre (de Post) de PM(n) en-
gendrée par G, alors G est un ensemble de générateurs libres
de l'algébre de Post P(n).

Soit Hom(P(n) : T¥) l'ensemble de tous les epimorphismes
(de Post) de P(n) dans T¥, alors on montre que:

N[Hom*(PM(n) : T¥)] = N[Hom(P(n) (T, 1<k <3
Nous avons démontré [14] que:
N[Hom(P(n) : T¥)] = N[Hom(B(P(n)) : B(T¥)], 1 < k < 37,

ot Hom(B(P(n)) : B(TY)) représente l'ensemble de tous les epi-
morphismes booléens de B(P(n)) dans B(T¥).

Comme B(T¥) = BX, ou Bk est une algébre de Boole avec k
atomes, alors (voir [16], [17], [18]):

v
3k ( 38

N[H] = ——— = k),lékéS“,

donc

PM(n) = ; [T‘:] , et par conséquent:
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()
30 k [3t. 2(3"—-1)].
NPM()] = I [ = 3

3. LES ALGEBRES DE MOISIL TRIVALENTES MONADIQUES
AVEC UN NOMBRE FINI DE GENERATEURS LIBRES.

Pour déterminer MM(n), nous avons suivi tout d'abord,
dans ses lignes générales, la méthode que nous venons d'indi-
quer pour déterminer PM(n), mais nous indiquerons ici une
autre méthode plus bréve.

Soit M une algébre de Moisil, e 'axe de M et représentons
par F(x) le filtre engendrée par 1'élément x & M. Nous avons
montré [14] que: B = M/F(~ V e) est une algébre de Boole,
P = M/F (V e) est une algébre de Post et en outre M = B x P.

A. Monteiro a montré [11] que si M = M(a) est 'algébre de
Moisil avec a générateurs libres (a étant un nombr ecardinal,
a = 1), alors B est isomorphe a 1'algébre de Boole B(o) avec
o générateurs libres et P est isomorphe a l'algébre de Post
(trivalente) P(a) avec o générateurs libres.

Nous allons généraliser ce résultat en démontrant un théo-
reme analogue pour les algebres de Moisil monadiques, a
savoir:

Si MM(a) est I'algébre de Moisil (trivalente) monadique avec
a générateurs libres (o étant un nombre cardinal, o =1), BM(«)
I'algébre de Boole monadique avec a générateurs libres, PM(a)
l'algébre de Post (trivalente) monadique avec a générateurs
libres, alors:

MM{(a) = BM(a) x PM(a).

Si M est une algébre de Moisil monadique, d'aprés les résul-
tats que nous avons indiqué dans [14] il est facile de voir que
M/F(~ V e) est une algébre de Boole monadique et que
M/F(V e) est une algébre de Post monadique, et que M est
aussi isomorphe au produit cartésien de ces algébres. Alors:
MM(a) = B* x P*, ou B* = MM(a)/F(~ V e) et P* = MM(a)/
F(V e).
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Nous avons montré que B* est isomorphe a l'algébre de

Boole monadique B = {x & MM(0) :x < ~ V e} et que l'ap-
plication hy(x) = x A ~ V e, de MM(a) dans B est un epimor-
phisme. Voyons si sur l'ensemble G des générateurs libres
de MM(o), la fonction h; est injective. Supposons que g,
g’ = G sont tels que hy(g) = hy(g’), c'est-a-dire: (1) gA ~ Ve
=g A ~ V e. Soit B(G,) une algébre de Boole monadique qui
a un ensemble de générateurs libres G, avec une puissance
cardinale égale a celle de G. Alors il existe une fonction bi-
jective f, de G dans G,. Comme MM{a) est une algébre libre f,
peut étre prolongée & un homomorphisme h, de MM(o) sur
B(G9).
Alors de (1) résulte que hy(g/\ ~ Ve) = hy(g A ~ Ve,
c'est-a-dire, ho(g) A ~ V hy(e) = h,(g) A ~ V h,(e). Comme
h, est un homomorphisme, il transforme l'axe e de MMja),
dans l'axe e, = 0 de B(G,), donc: hy(g) = hyo(g) A ~0 =
hy(g') A ~ 0 = h,(g), et comme sur G, h, = f,, on a f,(g) =
fo(g’) et f, étantinjective alors g = g'. Donc h; est injective
sur G et Gg = hy(G) a la méme puissance cardinale que G. Il
est clair que Gy est un ensemble de générateurs de B, voyons
si Gp est un ensemble de générateurs libres de B. Pour cela
soit A une algébre de Boole monadique et f une fonction de
Gg dans A. Nous allons montrer que f peut étre prolongée a
un homomorphisme monadique de B dans A. Soit f = foh;,
alors f' est une fonction de G dans A et comme MM(a) est
libre, f' peut étre prolongée & un homomorphisme (de Moisil)
H' de MM(a) dans A. Observons que N(h;) € N(H'), en effet
si hy(x) = 1, c'est-a-dire x A ~ Ve = 1, donc Hx) A ~ V
H'(e) = Hx A ~ Ve) = 1 et comme H'(e) = 0, on a H'(x)
= 1. Alors par un théoréme de la théorie des homomorphis-
mes il existe un et un seul homomorphisme de Moisil monadi-
que (donc un homomorphisme monadique) H de B dans A tel
que Hoh; = H'. Voyons si H'(g') = f(g') pour tout g € Gg.
Soit g’ € Gg = hy(G), alors il existe g € G tel que hi(g) =
g', donc H(g) = H(hi(g)) = Hohy(g) = H(g) = f(g) =
(f o hi)(g) = f(hi(g)) = f(g).

Nous avons ainsi démontré que B est une algébre de Boole
monadique avec un ensemble de générateurs libres de puis-
sance égale a celle de G. D'une fagon analogue on peut mon-



336 LUIZ MONTEIRO

trer que P* est isomorphe a l'algébre de Post monadique
PM(x) avec a générateurs libres. Donc
MM(a) = BM(a) x PM(a).

Dans le cas particulier ol @ = n est un nombre naturel, nous
aurons:

(211 ) 3o
2n k 3o (k )
MM(n) = BM(n) x PM(n) = k1=11 [B:] x kgl [T:] , ol

BY = (B% 3J) est I'algébre de Boole monadique formée par 1'al-

gébre de Boole Bk, avec k atomes et 3 B¥x = {0,1}. Donc

(2. 2(2"—1)] 3. 2(3“—1)]
N[MM(n)] = N[BM(n)] . N[PM(n)] = 2 : 3 :
Finalement observons que si nous représentons par L(n),
LM(n), les algébres de Lukasiewicz (trivalentes), Lukasiewicz

monadiques, avec n générateurs libres, et si nous posons
n
b =2, p =39 b* = 2n 20"-D p* = 3".2¢"—D, on a:

*

(1) N[B(n)] = 2* i (1) N[BM(@n)] = 2¢
(2) N[P(n)] = 3r i (2) N[PM(@)] = 3¢
(3) N[M(n)] = 2.3° ; (3) N[IMM(n))] = » 3

(4) N[L(m)] = 2.3 ; (4) N[LM(n)] = 2" .30 —b .

Les résultats (1) et (2) sont bien connus. Pour (3) et (4) voir
[10], [11]. Pour (1') voir [1], [3], et [15]. Pour (4') voir [14].
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