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En dépit des définitions trés précises données par R. Mon-
tague (1968) (1972) et D. Scott (1970) de la notion d'une inter-
prétation possible pour un langage pragmatique, aucune axio-
matisation de l'ensemble des vérités logiques d'un langage
pragmatique ordinaire n'a encore été publiée.

L'objet de cet article est de présenter un systéme logique VS
dont le langage formel est un langage pragmatique ordinaire
enrichi par l'introduction de connecteurs, et de prouver la com-
plétude sémantique de ce systéme ainsi qu'un théoréme général
de compacité pour la pragmatique.

La technique générale de la preuve qui sera exposée est une
adaptation de la preuve de complétude de L. Henkin (1949)
pour le calcul des prédicats.

Le langage formel & de ce systéme logique VS est définis-
sable comme suit:

Le lexique de VS contient:

(1) les foncteurs classiques de la négation ~ et de l'implica-
tion matérielle o,

(2) le quantificateur universel A,

(3) le connecteur L de nécessité universelle (S5),

(4) les parenthéses ( ),

(5) un ensemble dénombrable de variables individuelles x, x’,
x", etc...,

(6) un ensemble dénombrable de constantes individuelles a, a’,
a", etc...,
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(7) pour chaque nombre naturel n, un ensemble dénombrable
de prédicats de degré n, p, p,, p. etc... y compris le

prédicat unaire d'existence E et

(8) pour chaque entier n, un ensemble dénombrable de connec-
teurs de degré n, d, d, d’...

Les régles de formation de % sont les suivantes:

(i) Les formules atomiques, c'est-a-dire les prédicats de degré
n suivis de n variables et/ou constantes individuelles, sont des
formules bien formées.

(ii) Si A et B sont des formules bien formées, alors LA, ~ A,
(ADB) et (AV)A ou v est une variable individuelle sont encore
des formules bien formées. (')

(iii) Si dn est un connecteur de degré n et Bi...B, une suite
de n formules bien formées, alors d, (B1...Bas) est une nouvelle
formule bien formeée.

Z est donc le plus petit ensemble qui contient toutes les for-
mules atomiques et est fermé sous les opérations définies par
le quantificateur /A et les connecteurs logiques ~, L et O.

Un langage pragmatique est un langage qui contient dans
son lexique des expressions de catégories (1)-(8) dénommeées
plus haut, parmi lesquelles certaines, appelées embrayeurs
(R. Jakobson 1952) ou termes indiciels (C. S. Peirce), sont carac-
térisées sémantiquement par la propriété que leur extension ne
peut pas étre déterminée si on fait abstraction de toute réfé-
rence a un contexte possible d'énonciation.

Exemple: Tout langage naturel est un langage pragmatique
car s'il doit pouvoir étre actualisé en actes de discours, comme
le veut la dialectique langue-parole (Saussure 1916), alors il
doit obligatoirement contenir dans son lexique, en plus des
connecteurs logiques (*), des quantificateurs et de ses prédi-
cats, certaines expressions désignées dont on peut postuler la
traduction radicale et dont le propre est que leur référence va-
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rie d'un contexte possible d'énonciation & un autre en fonction
de l'identité de I'énonciateur ou de l'allocutaire ou du moment
de l'énonciation, caractéristiques de ce contexte.

Ce qui est le cas, par exemple en francais, pour les formes
pronominales «Je», «Tu» (Benvéniste 1956) et pour les opéra-
teurs temporels «Il sera vrai que», «Il a été vrai que».

£ est un langage pragmatique ordinaire, en ce sens qu'au-
cune précision n'est donnée quant a la nature et au nombre des
embrayeurs qui lui appartiennent, et qu'il est dit simplement
qu'il contient (comme tout langage pragmatique) le connecteur
logique de nécessité universelle qui quantifie sur 1'ensemble
des contextes d'énonciation possibles d'un langage, et des
constantes représentant des connecteurs intensionnels ou ex-
tensionnels (%).

De par la définition-méme d'un langage pragmatique, certai-
nes exigences sont évidemment imposées d'emblée a toute sé-
mantique matériellement adéquate d'un tel langage.

I1 faut, en effet d'abord, qu'elle permette de déterminer les
traits distinctifs des contextes d'énonciation qui sont pertinents
pour l'interprétation du langage pragmatique en question — la
nature et le nombre de ces traits variant d'un langage a un au-
tre suivant les embrayeurs qu'il contient.

Il faut ensuite qu'elle permette de définir pour chaque ex-
pression du lexique de ce langage l'intension qui est propre a
cette expression.

Il faut enfin qu'elle permette de spécifier relativement a
chaque contexte possible d'énonciation 1'ensemble des objets
qui sont actuels ou existants dans ce contexte, de facon & défi-
nir I'univers du discours du langage pragmatique en question.

Etant donné la structure pragmatique indifférenciée de %,
ceci méne naturellement a la définition suivante d'une inter-
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prétation possible pour #, définition qui est équivalente a cel-
les formulées par R. Montague et D. Scott:

une interprétation possible M est un triple <I,D,V,< ou I est
un ensemble et D et V deux fonctions, définissables comme
suit:

— I est un ensemble non-vide d'éléments appelés indices et
notés i,ji'j,..., & interpréter comme des contextes possibles
d'emploi de Z. ()

— D est une fonction dont le domaine est I et qui est telle que
si i est un indice, alors D(i) est un ensemble — 1'union _IéTID{i)

1
devant étre non-vide,

L'ensemble D(i) sera interprété comme l'ensemble des objets
qui sont actuels relativement a l'indice i, et 'union _Ié'ID(i) de
1

ces ensembles comme 1'ensemble des objets possibles pour &,
cad l'univers de discours de &£ selon M. (%)

— V est une fonction qui satisfait aux conditions suivantes:

(1) Si e est une constante individuelle, alors V. est une fonc-
tion de I dans ‘ngm' appelée l'intension de e dans % selon
1

M, qui donne, pour chaque indice i appartenant a I, I'objet de
i(IEJID[i) qui est la dénotation de e pour i.

(2) Si v est une variable individuelle alors Vv est un membre
de U D). (Y
1

(3) Si pn est un prédicat de degré n, alors Vp_est une fonc-
tion de I dans ?(igID(i]]“, appelée l'intension de p. dans %

selon M, qui donne, pour chaque indice i€l, I'ensemble des
n-tuples <uj,...,un> u1t_——..gID(i),...,unE.gID(i) qui sont l'ex-
1 1

tension de pn relativement & i dans M (7).

(3') Dans le cas spécial ou n = 0, cad quand p. est une con-
stante propositionnelle, alors Vpu est une fonction de I dans
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I'ensemble #{J } appelée proposition exprimée par po dans £
qui donne pour chaque indice i1 1'ensemble vide @ ou son
singleton { &}, lesquels seront regardés ici comme les valeurs
de vérité, faux F et vrai T. (%)

(4) Ve est une fonction dont le domaine est I telle que, pour
chaque indice i€, Fe(i) = (D(i))" et

(5) Si du est un connecteur de degré n, alors Vdn est une

une fonction dont le domaine est I, appelée l'intension de d.
dans &£ selon M, qui est telle que pour une relation (") binaire
Da  sur IX (£, Vrln(i) ={<Jy...Jn>/Jicl,....Jhcl et

iRa, <Ji,...,Jn>}; cad est I'ensemble des n-tuples d'ensembles
d'indices qui sont l'extension de d. relativement & i dans M.

Maintenant, la valeur que prend la fonction V pour chaque
formule bien formée A de &, valeur qui sera appelé I'intension
de A dans & selon M et noté VA, peut étre effectivement ca:-
culée dans chaque cas a partir de la définition récursive sui-
vante faite par induction sur la longueur de A. (*)

— Base: Si A est une formule atomique de la forme pue...en
alors Vpn ei...e. est une fonction de I dans l'ensemble {T,F}
qui prend comme valeur, pour chaque indice iel, T si
<Ext.elh1(i),...,EXt-enM(i] > &Vpa(i), et F dans le cas contraire,

— Etape d'induction: Supposons que la valeur de la fonoction
V ait été définie pour toute formule bien formée dont la lon-
gueur est inférieure a k.

Si B,C et By,...,Bn sont de telles formules et i,j des éléments de
I alors

[clause V ~]
V ~B est une fonction de I dans 1'ensemble des valeurs de
vérité qui est telle que, pour chaque indice i€, V(~B,i) =
T ssi V(B,i) = F,

[clause VO]
V(B>C) est une fonction de I dans I'ensemble des valeurs
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de vérité qui est telle que, pour chaque indice i€l,
V((B>oC,i) =T ssi V(B,i) =F ou V(Ci) =T,

[clause VL]
V LB est une fonction de I dans 1'ensemble des valeurs de
vérité telle que, pour chaque i€l V(LB,i) = T ssi pour
tout jel V(B,j) = T,

[clause Vd.]
Vda(Bi...By) est une fonction de I dans l'ensemble des
valeurs de vérité telle que, pour chaque il
V{dn{Bl...Bn),i) =T ssi
<{i/V(Bynj) = Th...{i/V(Buj) = T}> €Va (i), (*) et enfin

[clause V(AWV)]
V(/Av)B est une fonction de I dans 1'ensemble des valeurs
de vérité telle que, pour chaque i€l, V((Av)B,i) = T ssi
pour toute interprétation possible M' = <I', D', V'> qui
différe au plus de M par le fait que V“r o Vv nous avons

que V'(B,i) = T.

Un ensemble I" de formules de % sera dit simultanément
exemplifiable dans I'interprétation possible M = <I,D,V> ssi
il existe un i1 tel que, pour tout membre B de I', V(B,i) = T.

I' est simultanément exemplifiable ssi il existe une interpré-
tation possible M telle que I' est simultanément exemplifiable
dans M,

Une formule bien formée A est une conséquence sémantique
d'un ensemble I" de formules de . ssi, pour toute interprétation
possible M = <I,D,V> et pour tout i€l, si pour tout membre
B de I' V(B,i) =T, alors V(A,i) = T.

En abréviation: I'E=A.

Dans le cas ou I' est vide, A sera appelée une formule logi-
quement valide. En abréviation: E=A.

Le but de cet article est d'établir que 1'ensemble des formules
logiquement valides du langage pragmatique % coincide avec
I'ensemble des théorémes du systéme formel VS suivant:
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Les formules et schémas de formules suivants sont les axio-
mes et schémas d'axiomes de VS:

Ax, 1.

AD(BoA)

Ax.2. AD(Bo2C)>((ADB)D(B>CQ))

Ax, 2.

Ax. 3.

Ax. 10.

AD(B2C)o((ADB)>(B2Q))
(~AD~B)D(BoA)

(AV)(ADB)D(AD(/AV)B) si v est une variable indi-
viduelle qui n'a pas d'occurrence libre dans A.

(/\V]ADA: ou v est une variable individuelle, e est

une expression de méme type que v, v n'a pas d'occur-
rence libre dans une sous-formule de A de la forme
(Ae)B et AY est la formule qui peut étre obtenue a

partir de A en substituant a toute occurrence libre de
v dans A une occurrence de e.

LADA
L(ASB)> (LASLB)
~LADL~LA

L(A<B) > (dn(A1...An) Ddn(B1...Bn)) ol Bi...Bn est une
suite de n formules qui différe au plus de la suite
Ai...A, par le fait que pour un k tel que 1<k<n
Ax = A et Bk =B et o (AeB) est une abréviation
pour ~ ((ADB)D ~(ADB)).

(Ax)~L~Ex.

I1 y a trois régles d'inférence pour VS:



458 D. VANDERVEKEN

I la régle du Modus Ponens (M.P.): de A et de (ADB), inférer
B,

I la régle de généralisation (U.G.): de A, inférer (Av)A, ol v
est n'importe quelle variable individuelle et

III la régle de nécessité (R.L.): de A, inférer LA.

Une preuve de VS est une colonne d'un nombre fini supérieur
a 0 de formules de £ dont chaque élément ou bien un axiome
de VS, ou bien est une conséquence par la régle de Modus
Ponens, par la régle de généralisation ou par la régle de néces-
sité, d'une (de deux formule(s) au-dessus d'elle dans la colonne.

A
1
Une colonneAE de n formules avec A; comme premier,

n
..»Ax comme dernier élément, sera représentée ici par une
suite de la forme Aj,...,Ax ou pour chaque k, 1<k<n, Ak:1
représente la formule qui est exactement au dessus de Ax dans

A

A

n

Un théoréme de VS est une formule qui est le dernier élé-
ment d'une préuve de VS. Nous écrirons ici «~ A» comme

abréviation pour l'expression «A est un théoréme de VS».

Une colonne de formules ¢ sera appelée une sous-colonne
d'une colonne o' ssi toutes les formules de ¢ apparaissent dans
¢' dans le méme ordre que celui qu'elles présentent dans o.

Une dérivation dans VS d'une formule A a partir d'un en-
semble I' de formules, appelées hypothéses, est une colonne
finie, et non-vide Ai,...,An de formules de VS dont A est le
dernier élément et qui est telle que chaque formule Ay,
1<k<n, de la colonne, ou bien

a) est un axiome de VS, ou bien

b) est un membre de I", ou bien
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c) est inférée par l'application de M.P. a deux formules An et
Am,, ou m, m'<k et Am, = (Amn>Ax) ou bien

d) est inférée par l'application de U.G. ou de R.L. & une for-
mule An telle que m<k & condition que An soit le dernier
élément d'une sous-colonne de Aj,...,A, qui est une preu-
ve de VS. (1)

S'il existe une dérivation dans VS’ d'une formule A a partir
de l'ensemble I', A sera dite la conséquence syntaxique dans
VS de I'.

En abréviation: [ A

Un ensemble I" de formules de VS sera dit cohérent ssi il
n'est pas vrai que pour toute formule B de VS, I‘r—vsB. Dans le

cas contraire, I" sera dit incohérent.

Un ensemble de formules fermées de VS I" est un ensemble
maximal cohérent ssi aucune formule fermée ne peut étre ajou-
tée a I"' sans le rendre incohérent.

Un ensemble w-cohérent de VS est un ensemble I' qui est tel
que, pour toute formule A avec exactement une variable libre
v, si I' contient une formule de la forme A: pour toute con-

stante individuelle e de VS, alors I" contient aussi (/Av)A. Dans
le cas contraire, I' est w-incohérent.

Soient S, S', S"... des systémes logiques arbitraires. Un sys-
teme logique S’ sera appelé une extension du systéme VS qui
vient d'étre spécifié ssi a) le langage £’ de S' peut étre obtenu
a partir de # en ajoutant un ensemble comptable de nouvelles
constantes individuelles au lexique de VS et/ou b) 1'ensemble
des axiomes de S’ est une extension de 1'ensemble des axiomes
de VS.

— les notions de preuve de S', de dérivation dans S’ d'une
formule A a partir d'un ensemble, d'ensemble cohérent, d'en-
semble maximal cohérent, et d’ensemble w-cohérent de S' étant
définies & partir des définitions données plus haut en rempla-
¢ant partout dans ces définitions VS par S.



460 D. VANDERVEKEN

Une extension cohérente de VS est une extension de VS dont
I'ensemble des axiomes est cohérent.

Une extension cohérente de VS est une extension de VS dont
qui est telle que tout ensemble cohérent I' de formules de VS
est aussi un ensemble cohérent de cette extension.

Notre objectif dans cet article est de démontrer que tout en-
semble cohérent I' de formules du systéme VS est un ensemble

simultanément exemplifiable dans une interprétation possible
M de Z.

Nous commencerons dans ce but par établir certains théo-
remes préliminaires comme le théoréeme de validité, le théo-
reme de la déduction et le théoréme de la cohérence de VS,
théorémes qui seront utilisés plus tard pour la preuve finale de
ce théoréme.

Quand la preuve d'un théoréme sera considérée comme im-
médiate ou comme pouvant étre obtenue de facon immeédiate
par des changements évidents a partir de résultats connus, nous
nous contenterons de marquer simplement «évident», en réfé-
rant parfois le lecteur a un travail publié.

Théoréme 1: Le théoréme de validité de VS.

Pour toute formule bien formée A de &, si "vsA alors EA.

La preuve de ce théoréme est donnée en montrant (1) que
tout axiome de VS est une formule logiquement valide de %
et (2) que les régles d'inférence de VS préservent la propriété
d'étre une formule logiquement valide.

I.1. L'ensemble des axiomes de VS est un ensemble de formules
valides.

I.1.1. Le schéma d'axiomes AD(BDA) est un schéma de for-
mules valides.

Preuve

Supposons par l'absurde qu'il existe une interprétation possible
M = <I,D,V> telle que, pour un i€l, V(A> (B2 A),i) = F. Ce-
ci implique, par la clause Vo, que V(A,i) = T et V((BDA),i) =
F, cad que V(B,i) =V et V(A,.; = F. Ce qui est absurde. Par
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conséquent il n'est pas vrai qu'il existe une interprétation pos-
sible dans laquelle la négation d'une instance du schéma d'axio-
mes 1 est exemplifiable. Donc pour tout A et pour tout B,
EAD(B2A).

I.12. I.13. I.1.4. Les schémas d'axiomes 2,3 et 4 sont des
schémas de formules valides.

Evident.
I.1.5. Le schéma d'axiomes (/\V)ADA:, ou v est une variable
individuelle, ou e est une expression du méme type que v, et
ou v n'a pas d'occurrence libre dans u.e sous-formule de A de
la forme (Ae)B, est un schéma de formules valides.

Pour prouver ce théoréme, nous démontrerons au préalable
le; deux lemnes suivants.

Lemne 1: Soit A une formule bien formée et M = <I,D,V>
et M' = <I'D",\V'> deux interprétations possibles telles que

(1) I=r

(2) Vv = V‘Y pour toute variable libre v ayant une occur-
rence dans A, et

(3) V_ =V pour tout prédicat, constante individuelle ou

connecteur e ayant une occurrence dans A,
alors nous avons dans ces conditions que VA = V;&. cad

que pour tout i€l, V(A,i) = V'(A,i).

Preuve.

La preuve se fait par induction sur la longueur de A.

Base: A est une formule atomique. Immédiat.

Etape d'induction: Supposons que le lemne vaut pour toute
paire d'interprétations possibles M et M’ relativement a toute
formule bien formée A dont la longueur est inférieure a m,
pour prouver qu'il vaut aussi dans ce cas pour M et M’ relative-
ment a toutes les formules de longueur m. Il y a 5 possibilités:
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(1) A est de la forme ~B, oli B est une formule dont la lon-

(3)

(4)

(5

gueur est inférieure a m.

Par I'hypothése d'induction nous avons alors que, pour
tout iel, V(B,i) = V'(B,i). D'ou suit immédiatement par
la clause V~ que, pour tout i€l, V(~B,i) = V'(B,i), cad
que VA = V'A.

A est de la forme (BoC), ou B et C sont deux formules
dont la longueur est inférieure & m. Immédiat.

A est de la forme LB, ou B est une formule dont la lon-
gueur est inférieure & m.

Nous avons alors par I'hypothése d'induction que, pour
tout iel, V(B,i) = V'(B,i). Donc il est vrai dans M que,
pour tout j I, V(B,j) = T ssi il est vrai dans M’ que,
pour tout jeI', V'(B,j) = T. Ce qui entraine par la clause
VL que, pour tout iel, V(LB,i) = V'(LB,i).

A est de la forme dn(B:...Bi), ot Bi...Bn est une suite de
n formules de longueur inférieure a m.

Nous avons alors par 1'hypothése d'induction que, pour
tout iel, V(By,i) = V'(By,i),...,V(Bui) =V'(Bn,).

De plus, par les prémisses du lemne, nous avons que
Vdn = V'dn.

Ce qui implique de fagon évident que, pour tout i€I, nous
aurons que

<{i/V(BLj) = Th...{i/V(Buj) = T}>EVa (i) ssi
<{i/V'(Buj) = Th...4i/V'Baj) = T}>&V'a (i).

A est de la forme (AV)B, oit B est une formule de lon-
gueur inférieure & m. Supposons que V((Av)B,i) =T,
pour un i€l, alors clairement par la clause V(Av), il
s'ensuit que, pour toute interprétation possible M" =
<I", D", V"> qui différe au plus de M par le fait que
V'#V, V'Bi =T

Mais par la définition-méme de la relation existant entre
les interprétations possibles M et M’ décrite dans 1'énon-
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cé du lemne, si M" = <I",D", V"> est une interprétation
possible qui différe au plus de M par le fait que V'v' = Vv
pour une variable v qui n'est pas libre dans A, et si
M" = <I'"D'"",V"' > est une interprétation possible qui
difféere au plus de M’ par le fait que V"% V' pour une

variable v qui n'a pas d'occurrence libre dans A, alors
M" et M'" sont deux nouvelles interprétations possibles
qui se tiennent elles-mémes dans la relation décrite dans
l'énoncé du lemne,

D'ou suit par l'hypothése d'induction que, s'il est vrai
que pour toute interprétation possible M",V'(B,i) = T,
alors c'est aussi le cas que pour toute interprétation pos-
sible M, V'"'(B,i) = T.

Ce qui implique par la clause V(Av) que V((Av)B,i) =
V' ((AV)B,i).

Lemne 2: Soit A une formule bien formée, v une variable indi-
viduelle, e une expression du méme type que v telle que v n'a
pas d'occurrence libre dans une sous-formule de A de la forme
(Ae)B et soient M = <[ D,V> et M' = <I'D',V'> deux inter-
prétations possibles de 2.

Si M’ différe au plus de M par le fait que, pour un i€l, V'V
est identique a Ext.u(i) mais est différent de V . alors nous
avons que V'A = VAY, cad que, pour tout il, V'(A,) =
V(AT ).

Preuve

La preuve se fait par induction sur la longueur de A.

— Base: A est une formule atomique.

Il est clair que le lemne s'applique si A est une constante pro-
positionnelle. Si A est de la forme pn bi...bn avec n=>1, alors
dans ce cas nous avons, par hypothése, que W = VD et

n n

\/"b = V]0 pour tout k tel que ISk<n et bk est une constante
k k
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individuelle ou une variable différente de v.

Supposons maintenant que bk est identique a v. Alors Par
I'énoncé-méme du lemne V; = Ext..u(i). Donc pour tout i€l
k

<...,Ext.h pliee> appartientév; (i) ssi <....Exten(i)...> ap-
k n
partien a Vp (i) pour chaque kiéme place du n-tuple <Ext.b M(i).
1

n
...,Ext.b M‘(i)> ou bk = v.
n
D'ou suit immédiatement que, pour tout i€l, V'(A,i) = V[A:.i),
de telle sorte que V'A = VAY

— Etape d'induction: Supposons que le lemme vaut pour toute
paire d'interprétations possibles M et M' relativement a toute
formule bien formée A dont la longueur est inférieure a m,
et prouvons qu'il vaut aussi dans ce cas pour M et M’ relative-
ment a toutes les formules de longueur m.

Il vy a cing possibilités:

(1) A est de la forme ~B, oi D est une formule de longueur
inférieure & m. Dans ce cas, A! = ~B, Par I'hypothése
d'induction, nous avons alors que VB‘; = V'B. Ce qui
implique immédiatement par la clause V~, que, pour
tout i, V(~B:,i) = V'(~B,i), de telle sorte que VA: =
V'A.

(2) A est de la forme (BoC), ou B et C sont des formules
sont la longueur est inférieure a m. Evident.

(3) A est de la forme LB, ou B est une formule dont la lon-
gueur est inférieure a m. Dans ce cas Az = LB'. Par
I'hypothese d'induction, nous avons alors que, pour tout
i€l, V'(B,j) = T dans M’ ssi pour tout j=I, V(B:,j) =T
dans M.

D'ou suit immédiatement par la clause VL que V'LB =
VLB,
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(4) A est de la forme du(Bi...B;), ot By...B, est une suite de
n formules de longueur inférieure 4 m. Immédiat.

(5) A est de la forme (Av')B ou B est une formule dont la
longueur est inférieurl a m. Il y a trois cas a considérer:

— ou bien v n'est pas libre dans A,
— ou bien v est libre dans A et v' # ¢,

— ou bien v' = e,

a) v n'est pas libre dans A.

Dans ce cas AY = A. Cependaat dans cette hypothése M et M’

sont deux interprétations possibles qui se tiennent dans la
relation décrite dans le lemne I pour la formule A, puisqu'elles
different au plus par le fait que, pour un ie V' = Ext. TV

pour une variable v qui n'a pas d'occurence libre dans A. Donc
V'A = VA:.

b) v est libre dans A et v’ = e,

Dans ce cas A: = (/\v‘)B:. Supposons par l'absurde pour un
jel V'((AV)B,j) = V[(/\v')B;’.j), par exemple que V'((Av')B,j)
=F et V((/\v')B:.j) =T.

Alors clairement par la clause V(Av) il existe une interpréta-
tion possible M qui différe au plus de M' par le fait que
V! %V telle que V'"(B,j) =F.

D'autre part pour toute interprétation possible M* qui différe
au plus de M par le fait que Vi, # V_, donc aussi pour l'inter-

prétation M" définie de telle sorte que V', = V', nous avons
que V*(BYj) = T.

Donc nous concluons que V'''(B,j) #+ V"(B:,J}.

Cependant ceci contredit I'hypothése d'induction, car M'" et
M" sont deux interprétations possibles qui se tiennent dans la
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relation décrite dans 1'énoncé du lemne, puisque par définition

elles différent au plus par le fait que V' =Ext. *= V' pour

une variable v qui n'a pas d'occurrence dans une sous-formule
de A de la forme (Ae)B.

v =e
Dans ce cas, par hypothése, v n'est pas libre dans A.

Ce qui nous rameéne au cas a) envisagé plus haut,

I.1.5. Toute instance du schéma d'axiomes 5 est une formule
valide.

Preuve

Supposons que M est une interprétation possible de & telle
que, pour un i€l, V((Av)A,) = T. Alors par définition pour
toute interprétation possible M’ qui différe au plus de M par le
fait que pour une expression e de méme type que v.

V. = Ext.u(i) #* Vv, nous avons que V'(Ai) = T.

D'ou suit immédiatement par le lemne II si v n'a pas d'occur-
rence libre dans une sous-formule de A de la forme (Ae)B
que V(AYi) =T.

Corollaire I: Soit M = <I,D,V> une interprétation canonique

de Z, cad une interprétation telle que, pour tout membre u de

l'ensemble .IEJID(i] et pour tout i€l, il existe une constante
1

individuelle e de %, telle que V(AY%i) =T pour un i€l, alors
V((AV)A,) = T dans M.

Preuve

Supposons que pour toute constante individuelle e, V(A‘e’,i) =T,

Alors clairement par le lemne II nous avons que: pour tout e
si M' est une interprétation possible qui différe au plus de M

par le fait que V' = V(i) # V, V'(AQ) = V(A%) = T.
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D’ou nous concluons, puisque, pour tout objet u du domaine de
M, il existe une constante individuelle e telle que V.(i) = u
que, pour tout M' qui différe au plus de M par le fait que
V; #V,,V'(Ai) = Tdans M".

Par conséquent par la clause V(Av), V((AV)A,i) = T.

1.1.6. I.1.7. Les schémas d'axiomes 6 et 7 sont des schémas de
formules valides. Immédiat.

1.1.8. Le schéma d'axiomes ~LADL~LA est un schéma de
formules valides.

Supposons, en effet, par I'absurde qu'il existe une interpréta-
tion possible M telle que pour une formule A et un indice i€l
V(~LAji) =T et V(L~LA,i =F.

Ceci implique clairement par les clauses V~ et VL a la fois
1° qu'il existe un jeI tel que V(A,j) = F et
2° qu’il existe un jI tel que V(LA,j) = T, autrement dit que
pour tout jel V(A,j) =T

— ce qui est clairement contradictoire.

Donc il n'existe pas d'interprétation possible dans laquelle la

négation d'une instance du schéma d'axiomes 8 est exemplifia-
ble et par conséquent = ~LADL~LA.
I1.1.9. Le schéma d'axiomes 9 est un schéma de formules valides.
Pour tout A et pour tout B, =EL(A<B) O (da(A1...An) Ddn(Bi...By))
si Bi...Bu est une suite de n formules qui différe au plus de la
suite Ai...Aq par le fait que pour un k tel que 1<k<n, Ax = A
et Bx = B,

Preuve.

Supposons qu’'il existe une interprétation possible M =
<ID,V> telle que pour un i€l, V(du(At...An),i) =T et
V(du(Bi...Bn),i) = F. Alors, par la définition-méme des suites
Ai...An et Bi...By, nous concluons que {j/V(Axj)} # {j/V(Bkj)
= T}, vu que par hypothése, pour tout m, 1 <m<n, différent de
k Aw=Bn et que <{j/V(A1j)=T}...{i’/V(Auwj) =T}>
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€Va (i) alors que <{j/V(B1,j) = T}...{i/V(Buj) = }> & Va (i).

Par conséquent, il existe un jI tel que V(A,j) = V(B,j), cad
tel que V((A < B),j) =F.

D'ou il s'ensuit immédiatement par la clause VL que, pour
tout jel, V(L(A & B),j) = F.

Donc s'il existe un i€l tel que V(L(A < B),i) = T dans M,
alors, pour tout j&I, il n'est pas vrai que V(dn(A1...An),j) =T
et que V(du(Bi...Bn),j) =F, cad il n'est pas vrai que
V((dn(A1...An) Ddn(B1...Bn)),j) = F.

I.1.10. L'axiome 10 — (/Ax) ~L~Ex — est une formule logique-
ment valide.

Preuve

Supposons par l'absurde qu'il existe une interprétation possi-
ble M = <ID,V> telle que, pour un i€l, V((Ax)~L~Ex,i)
=F

Alors clairement par la clause V(Av), il existe une inter-
prétation possible M' = <I''D',V'> qui différe au plus de M
par le fait que V‘x + VK pour laquelle V'(~L~Ex,i) = F.

Ce qui implique immédiatement par la clause VL que, pour
tout ie€l’, V'(Ex,i) = F, cad, par la définition-méme de V' que,
<V’ > eiéi[EIIV;:(i).

Ce qui est absurde car par définition nous avons que pour
toute interprétation possible M' = <I'D',V'> 1° l'ensemble
- . 5 Freny 5 K ; oo
ileJIVE{I) est égale ailEIID (i) et 2 V' appartient a igID (i).

1.2. Les régles d'inférence de VS préservent la validité.

1.2.1.,,12.2. et 1.2.3. Les régles du Modus Ponens, de généralisa-
tion et de nécessitation préservent la validité.

Evident.
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Théoréme Il:La cohérence de VS.
Il n'est pas vrai que pour toute formule A de & - E,’A.

Prcuve

Supposons, en effet, que p-‘-FSA pour quelque formule A de 2.
Alors par le théoréme de validité nous concluons que A,
donc que { ~A} n'est pas exemplifiable.

D'ou il s'ensuit qu'il n'est pas vrai que = ~A.,

Ce qui implique par le théoréme de validité qu'il n'est pas vrai
que I-VS'-'A.

Théoréme 11I: Le théoréme de la déduction

Si FU{A}*;,SB alors I‘p—vsA:JB.

Preuve.

La preuve se fait par induction sur la longueur m d'une dériva-
tion dans VS de B & partir de "U{A}.

Elle s'obtient par une modification évidente de la preuve du
théoreme de la déduction pour le calcul des prédicats en consi-
dérant dans 1'étape d'induction le cas ou B est obtenu par l'ap-
plication de la régle de nécessité a une formule D qui la pré-
céde dans la dérivation.

Alors, par définition, nous savons qu'il existe une colonne o qui
est une preuve dans VS de D.

Si a cette colonne g nous ajoutons successivement les formules
suivantes: LD (par RL a partir de D), LDo(ADLD)(Axiome),
(ADLD) par M.P. a partir des deux formules précédentes, nous
obtenons évidemment une dérivation de (A>B) a partir de I'.

Corollaire I: Le théoréme de la déduction pour tout extension
de VS.

Evident a partir de I'examen-méme de la preuve du théoréme
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de la déduction pour VS et de la définition d'une extension de
VS.

Théoreme IV: Pour tout ensemble I" de formules de .# et pour
toute formule A€ si I'= A alors I'=A.

Preuve.

Supposons que FWSA.

Alors par définition il existe une dérivation dans VS de A a
partir de I'. Cette dérivation, étant une colonne finie de for-
mules, ne peut comporter qu'un nombre fini de membres de T
Donc il existe un sous-ensemble fini, soit {Ay,...,Ax}, de T" tel
que {A1,...,An}|—VSA.

Par le théoréme de la déduction répétér n fois, nous obtenons
par conséquent que |—VS(A1:>[...D(A.1:JA}...)).

D'ou suit immédiatement par le théoréme de validité que

E(A1D(...D(AaDA)...)).

Ce qui par la définition-méme de la fonction V de toute inter-
prétation possible de % implique clairement que{ Ay,...,A.}=A.

Par conséquent, comme {Aj,...,Ax} est un sous-ensemble de T,
TE=A.

Théoréme V: Toute instance de substitution d'une formule
valide du calcul des prédicats est un théoréme de VS.

Pour une preuve de ce théoréme, voir A. Church, Introduction
to Mathematical Logic, Princeton, New Jersey, Princeton Uni-
versity Press 1956 d'ou les axiomes 1-5 et les régles d'infé-
rence 1-2 de VS sont tirés.

Théoréme VI: Toute instance de substitution d'une formule
valide de S5 est un théoréme de VS.

Pour une preuve de ce théoréme voir S. Kripke (1959).
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Nous utiliserons souvent ces deux théorémes V et VI comme
des régles dérivées d'inférence pour raccourcir les preuves qui
suivront.

Théoréme VII: Si A est un ensemble de formules fermées de VS
qui est cohérent alors A est simultanément exemplifiable.

Lemne 3: Si A est un ensemble cohérent de formules fermées
de VS alors il existe un systeme logique VS* qui est une ex
tension cohérente de VS dans laquelle (1) A est cohérent et
(2) tout ensemble maximal cohérent de formules fermées est
également w-cohérent.

Preuve

3.1. 8i VS est cohérent alors le systéme VS, obtenu en ajoutant
un ensemble dénombrable de nouvelles constantes indivi-
duelles a VS est une extension préservative de VS.

Preuve

Supposons que VS. ne soit pas une extension préservative de
VS cad qu'il existe un ensemble T de formules de VS qui est
cohérent dans VS et incohérent dans VS..

Alors clairement, pour un sous-ensemble fini {Aj1,...,A.} de €
et pour une formule B de VS il est vrai que {Aj,...,Ax}
b ~(B>B).

n

Ce qui implique, par le théoréme de la déduction pour VS
(Corollaire I, Théoréme III) répété n fois, que by A12 (. D (Aa
c

D~ (B>2B))...).

Cependant par le théoréme V nous avons que

kg (A1D (.2 (A2 ~(BDB))...)) D ~(Ain...~Ax), ou AAA
¢

est une abréviation pour ~(AD> ~A').

D'ou suit immédiatement par la régle du Modus Ponens que
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Ky ~(Ar1A.. ~NAn) ou Ay, AL
¢

Nous concluons donc qu'il existe une preuve dans VS. de
~(A1~...~Ay). Soit Cy,...,Cn cette preuve et soit <ci,cs,...>
une énumération des nouvelles constantes de VS. qui ont une
occurrence dans cette preuve.

Soit h une bijection ayant comme domaine 1'ensemble des c; de
I'énumeération et comme valeur pour chaque ci une variable
h(ci) de VS qui n'a pas d'occurrence dans cette preuve.

Pour chaque formule Ck(1<k<m), soit C, la formule de VS

qui peut étre obtenue en substituant a tout occurrence d'une
nouvelle constante une occurrence de son image par h.

Nous allons montrer maintenant que si Cy,...,Cn est une preuve
dans VS. de ~(Ai~...~A;) alors C'l,...,C]']1 est une preuve

dans VS de ~(A1A...~Au) et donc que § n'est pas un ensemble
cohérent de VS.

Ce qui améne comme conclusion que, si { est un ensemble
cohérent de VS, alors { est encore un ensemblé cohérent de
VS..

La preuve se fait par induction sur la longueur m de la preuve
de Cn.

— Base:m =1 cad Cu est un axiome de VS.

Alors par hypothése il n'y a pas d'occurrence de nouvelles
constantes de VS, dans Cn de telle sorte que Cn = C'n.

Donc s'il existe une preuve dans VS; de Cu de longueur 1, alors
il existe aussi une preuve dans VS de Cpn.

— Elape d'induction: Supposons que l'énoncé qui doit étre
vérifié a été établi dans tous les cas ou la longueur de la
preuve m est inférieure & un certain nombre m’, et prouvons
qu’il vaut aussi dans le cas ol m = m'.
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Cas 1. Cn est obtenu par l'application de M.P. a une paire de
formules CCi telles que k,k'<m et Ck = (Ci>Chn).

Dans I'hypothése d'induction nous avons donc que C'I,....C;t et
C'l,...,C;, sont deux preuves dans VS respectivement de C‘k et
de C'k,.

Il est clair que dans ce cas C;ﬂ sera aussi obtenue par l'appli-
cation de M.P. a C'k et a C'k, puisque Ck . (CLDC;H).

Cas 2. Cn est obtenu par l'application de la régle de générali-
sation a une formule Cx telle que k<m et Cu = (Av)Ck.
11 est clair, dans ce cas, que C;n sera aussi obtenue par l'appli-

cation de la régle de généralisation a C;t puisque C;n = (/\v)C;.

Cas 3. Cu est obtenu par l'application de la régle de nécessité
a une formule Cx telle que k<m et Cn = LCk.
Par 'hypothese d'induction nous avons donc que C.'l,...,C]'K est

une preuve dans VS de C;‘.
Il est clair que dans ce cas C;n sera aussi obtenue par l'ap-
plication de la régle de nécessité a CL puisque C;n = LCL.

3.2. Soit <Dj,De,Ds,...> une énumération des formules de VS.
avec exactement une variable libre, et soit <ci,ce,cs,...> une
enumération des constantes individuelles nouvelles de VS..

v
1

Soit E; la formule (D,, 2(Avi)D1) ol v1 est la variable libre
i1

de D et ou ci1 est la premiére constante de notre énumération
qui n'a pas d'occurrence dans Di.

v
Pour chaque nombre entier n, soit E, la formule (Dmu =

in
(Ava)Du) de VS, ol vy est la variable libre de D et ol cin est
la premiére constante de l'énumération qui n'a pas d'occur-
rence dans Dy ni dans aucun des Ei,...,En-1.
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Soit <VSw, VSe1, VSes,...> une série d'extensions de VS or-
donnée par la régle récursive suivante:

(@) VSe = VS,

(b) VScn+1 est le systeme logique qui est obtenu en ajoutant
En+1 comme axiome a VS

VS* est I'extension de VS qui prend comme axiomes propres
tous les axiomes de chacun des VS.i.

Nous allons prouver maintenant que VS+* 1° est une extension
de VS dans laquelle A est cohérent et 2° dans laquelle tout
ensemble maximal-cohérent de formules fermées est aussi w-
cohérent.

(1) VS* est une extension préservative de VS.

Pour prouver que VS* est une extension cohérente de VS dans
laquelle A est cohérent, il suffit évidemment de prouver que
VS+ est une extension préservative de VS, car VS est cohé-
rent (Théoréme II), et toute extension préservative d'un sys-
téme cohérent est cohérente par définition.

La preuve de cet énoncé se fait en établissant par induction
que chacun des VS. est une extension préservative de VS.

Base: VSw = VS, est une extension préservative de VS par le
lemne 3.1.

Etape d'induction: Si VSen est une extension préservative de
VS alors c'est aussi le cas pour VSen.1.

Supposons, en effet, qu'il existe un ensemble { de & tel que {
est un ensemble cohérent de VS.. et est un ensemble incohé-
rent de VSen+1.

Alors par un raisonnement identique a celui effectué plus haut
dans le lemne 3.1, nous parvenons & la conclusion que pour
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un sous-ensemble fini, disons {Aj,...,A:}, de T, il existe une
preuve dans VSen.1 de - ~(A1A...AAL).

Soit Bi,....Bm cette preuve dans VSwc:1 avec Bm=
~(Ai1~...~Ar); et soit v une variable qui n'a pas d'occurrence
dans cette preuve.

Nous pouvons montrer maintenant, en utilisant le méme argu-
ment que celui présenté plus haut, que Blfin+1,...,Bm:in+1) est

alors une preuve dans VS de Bm:in+1 =Bn = ~(A1A...~AA)).

La preuve se fait facilement par induction sur le nombre m.

Conclusion: Si {Ai,...,A:} est un ensemble incohérent de
VSen+1, alors {Ay,...,A:} et donc aussi C, puisque {Ay,...,A:}ct
sont encore des ensembles incohérents de VSeu.

Donc, si VSen est une extension préservative de VS alors c'est
aussi le cas pour VScu.1.

Supposons maintenant par 1'absurde que VS+* ne soit pas quant
a lui une extension préservative de VS.

Alors clairement par le méme raisonnement que celui déja uti-
lisé par deux fois, nous aboutissons a la conclusion que pour
un ensemble fini {Aj,...,A:} et cohérent de formules de VS, il
existe une preuve dans VS* de ~(AiA...AA).

Cette preuve étant une séquence finie ne peut évidemment
contenir qu'un nombre fini de nouveau axiomes.

Soit E. le nouvel axiome de cette preuve dont le numéro
d’'ordre est le plus grand dans la séquence <E;i,Es,...>.

11 est clair que dans ces conditions il existe aussi une preuve
dans VS de ~ (A1~...~A:) et donc que {Aj,...,A:} est un en-
semble incohérent de VS...
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Ce qui contredit 'énoncé qui a été démontré selon lequel cha-
cun des VS est une extension préservative de VS,

Donc VSt est bien une extension préservative de VS cad une
extension cohérente dans laquelle A est cohérent.

(2) Tout ensemble maximal cohérent I' de formules fermées de
VSt est aussi un ensemble w-cohérent.

Soit D une formule de VS* avec exactement une variable libre
v et soit I un ensemble maximal cohérent de formules fermées
de VSt qui contient une formule de la forme D‘; pour toute

constante individuelle e de VS+.

Alors clairement si D est la kiéme formule de notre énuméra-
tion <Di,Dg,...> des formules avec exactement une variable
libre de VS, I' contient par hypothése la formule D’ ou cik
“ik C
est la constante propre de l'axiome Ex de VS.: identique a la
formule (DY o (Av)D).
“ik

D'autre part comme I' est maximal cohérent, I' contient aussi
cet axiome Ex = (DY o(Av)D).
ik

Ce qui implique immédiatement par le M.P. et le maximale
cohérence de I' que (Av)D appartient a T,

Lemne 4: Soit <Ai,AsgAs,...> une énumération des formules
fermées de VS* et soit <I",I";,I's,...> une séquence ordonnée
d'ensembles de formules fermées de VS+ qui satisfait aux deux
conditions suivantes:

(i) l'origine Iy est I'union des ensembles d'une série formelle
<T'o0,I'v1,T0g,...> gouvernée par la régle récursive suivante:
— T = A,
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— Tow+1) = F'onU{An+1} si An,1 peut étre ajoutée avec cohé-
rence a ['on. Autrement Tom+1y = Ion.

(ii) pour chaque ensemble I'i de la séquence et chaque
formule fermée A de VS+, si ~LA appartient a I, alors il
existe un I'; dans la séquence, tel que j>i, qui est I'union des
ensembles d'une série formelle <T'jo,I'j1,...> gouvernée par la
regle récursive suivante:

— IMo = {~A}U{C/LCeT}
— T+ = TinU{An+1} si An,1 peut étre ajoutée avec cohé-
rence a I'jin. Autrement [jm.n = i

Soit V l'ensemble des termes de <I'oIy,...>.
Nous allons prouver maintenant que <I'oI'y,I's,...> est une
séquence qui posséde les propriétés suivantes:

a) L'origine I'y contient chaque membre de A.

(Immediat par construction.)

b) Pour chaque I'ie V I'i est un ensemble maximal et w-co-
hérent de VS+,

c) Pour chaque I'T'je V,I'; est accessible & partir de I';, cad
I'j comprend { A/LATI}. En abréviation: ISLL;.

Preuve

(1) Chaque I'i est un ensemble maximal et w-cohérent.

Comme tout ensemble maximal cohérent de VS* est aussi
w-cohérent par le Lemne 3.2, il suffit donc de prouver que
chaque I'ie V est maximal cohérent,

Ce qui se démontre facilement par induction sur le nombre k.

Base: I'g est maximal cohérent.
1.0. T est cohérent.

En effet, I'w = A est un ensemble cohérent de VS+ par le
lemne 3. et I'on+1) est cohérent dans VS* si I'om I'est par con-
struction-méme de la série formelle <To0,I01,T0e,...>.
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1.1. TI's est maximal cohérent.

Supposons qu'il existe une formule fermée A qui n'est pas
membre de I'y. Soit A la niéme formule dans notre énumération.
Alors par définition I'o-1yU{A} est incohérent.

Donc pour toute formule B il est vrai que owm-1U{ A}'Tfs+B'

Comme I'im-1) est inclus dans I'y, nous concluons donc que pour
toute formule B, I‘oU{A}l-v%B.

Par conséquent, si A n'est pas membre de Iy, alors IWU{A}
est incohérent.
Donc pour toute formule fermée A, ou bien A est membre de
I'o, ou bien A ne peut pas étre ajoutée avec cohérence a I'y.

Etape d'induction: Si T%,...,I'n sont maximaux cohérents alors
I'u+1 est aussi maximal cohérent.

2.0. Tw+1 est cohérent.

En effet, I'm+10 est un ensemble cohérent de VS+, car I'w+10
est tel, par la définition-méme de la séquence <I'y, TIY,...>,
que, pour un ensemble IieI" avec i<n, I'm:10 contient une
formule ~ A, telle que ~LA T ainsi que 1'ensemble des C qui
sont telles que LCeT.

Or, a supposer que I'm+ 1o soit incohérent alors cela signifierait
qu'il existe un sous-ensemble fini de I'w:no de la forme
{~AC,....Cn} tel que, pour une formule B, {~A,Ci,....Cn}

|718+B et {~A,C1,....Cm}|;s+ ~B.

Ce qui implique clairement par le théoréme V que

VS
(Cio(...2(Cn2A)...

Or, ceci implique en retour par la régle de nécessité que Ko

L(CiD(...2(Cm>A)...)). D'ou par le schéma d'axiomes 7, nous

concluons que t—‘,8+(LC1:>[...:{LCmDLA)...)) cad que {LCy,...,

LCm, ~LA} est incohérent.

Ce qui contredit I'hypothese d'induction suivant laquelle I, qui
comprend par définition {LC;,...,.LCn,~LA} est cohérent,



LA COMPLETUDE ET LA COMPACITE DE LA PRAGMATIQUE 479

Donc, siT'i est cohérent (i<n), alors I'm+ 10 est également cohé-
rent.

D'autre part, par la définition-méme de la série formelle

<Ta+volasvtlaivz... >, T w+1y  est cohérent dans VS+
si T(11+1)n’ I'est.

2.1. TI'n+1 est maximal cohérent.
Preuve exactement similaire & celle donnée en 1.1. pour établir
la maximale cohérence de I'.

(2) Pour tout I'i et pour tout I'je V,I'; est accessible a partir
de T
La preuve de ce théoréme qui dit que, pour toute formule A et
pour tout ensemble I'e 'V, si LA&TY, alors, pour tout I'ierl,
A €T, se fait par induction croisée sur les nombres i et j.

Base: i = 0.

Pour toute formule A, si LA=T, alors, pour tout I'ieI' AT,
— Si j = 0, alors par le schéma d'axiomes 5 il est clair que
LA Iy implique que AT, puisque 'y est cohérent (1.0.).
Nous appliquons ensuite I'hypothése d'induction relative a j,
cad nous supposons qu'il a été démontré pour tout A que, si
LA eI, alors pour tout I';eT" tel que j<k, AT, pour prouver
que dans ce cas il est vrai aussi que AeTk.1.

Supposons, en effet, que A&I'k.1. Alors par la maximale
cohérence de cet ensemble nous concluons que ~Ae&Tlk.1.

Donc, pour l'ensemble I''e V (j'<k) qui est tel que pour
un ~LB appartenant a cet ensemble I't.109) = { ~B}U{C/LCe
I'j } nous avons que LA&TI'} sinon I'k.1 serait incohérent. Ce
qui implique par l'hypothése d'induction, puisque j <k, que
LLA&T.

Donc, ~LLA T .
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Cependant par le schéma de théorémes bien connu de S;:
. S(LLA<—>LA}, ceci nous force & conclure que LA&T.

Donc si LAl alors ATk, 1.

Etape d'induction: Supposons que le théoréme a été vérifié pour
tous les I'ie V qui sont tels que i<n, et prouvons qu'il vaut
encore pour I'i quand i = n.

Soit maintenant A une formule fermée telle que LAETI,.

11 est clair que si LAT', alors il n'est pas vrai que, pour tout
i<n, L~LAET}, car autrement I'» devrait contenir ~LA, et
serait incohérent.

Cependant, si pour un i<n il n'est pas vrai que L~LA T,
alors ~L~LA T, par la maximale cohérence de cet ensemble.

Or, par le schéma d'axiomes 8, nous avons que
H S~LA3L~LA.

Ce qui implique clairement par contraposition, si I'i est cohé-
rent, que LAeT.

Cependant alors il suit de 'hypothése d'induction, puisque
i<n, et que LA, que, pour tout I'ie V,A<T.

Donc si LA&T', alors pour tout eV, AeT.

Th. VII: A est un ensemble cohérent de formules fermées de
VSt qui est simultanément exemplifiable.

Soit M = <I,D,V> linterprétation possible suivante:

(1) T est un ensemble, noté {ipiy,iz,...}, de méme cardinalité
que l'ensemble V tel que, pour tout 'k& V, il existe un et un
seul i1 associé a I'x, & savoir ix.

(2) D est une fonction, dont le domaine est I, telle que si
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ixel alors D(ix) est 1'ensemble des constantes individuelles e
de VS+ qui sont telles que EeT'..
_IEJID(i), le domaine de M est donc l'ensemble dénombrable
1

des constantes individuelles de VS*, comme cela apparait a
partir des considérations suivantes:

Supposons qu'il existe une constante individuelle e de VS+
telle que pour tout I're V, il n'est pas vrai que EesI'.

Alors clairement par la maximale cohérence des membres
de V, il s'ensuit que, pour tout I'ne V, ~Eeel.

Ce qui implique immédiatement par la clause (ii) de la défi-
nition-méme de <I'o,I'1,Is,... > que, pour tout I'ne V, L~Ee&TI.

Or, nous avons par un schéma de théorémes bien connu du

calcul des prédicats que WS+L ~Ee> ~ (Ax)~L~Ex,

Donc, pour tout I'e V, il s'ensuit que ~(Ax)~L~Exe&lk.
Ce qui contredii la preuve de la cohérence des membres de V,
puisque chacun d'eux par définition doit aussi contenir l'axio-
me de VS (Ax)~L~Ex. Donc pour toute constante individuelle
e de VST il existe au moins un I'e V tel que EesI'.

Donc par la définition-méme de D(ik), pour toute constante
individuelle e de VS*, il existe un ikl tel que e=D(ix).

(3) V est une fonction qui satisfait aux conditions suivantes:

— Si e est une constante individuelle, alors V. est une fonc-
tion de I dans {e}.

— Si v est une variable individuelle, alors Vv est un membre de
U D(i).
iel

— Si pn est un prédicat n-aire, alors Vp (ix) = {<e1,...,.en>/

n

ElEigID{l)...EnEigID(l) et pnes...encsk}.
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— Si da est un connecteur de degré n, alors Vd est une fonc-

tion dont le domaine est I, qui est définissable comme suit:
Soit #(VS+) l'ensemble des formules fermées de VS+* et
soit sn(#£(VS*)) une énumération de 1'ensemble des n-tuples
<Ai...,Ain> tels que Aue(L(VS?),....AncsZ(VSH).

Pour chaque m, si tm = <Ami,...,Am> est le miéme n-tuple
de sa(£(VSH)), alors S, _ est une relation sur Vx(#V)" sa-

n%m
tisfaisant aux conditions suivantes:
pour chaque I'neV
(i) Tk Sd <{Tiy/AmeTlij},...{Ti/Amel;}> si du(An...

n"m
Am) €Ik et autrement,
(ii) pour tout P& (2V)", il n'est pas vrai que I'xS 2

lltl'll

Vd maintenant est une fonction telle que pour une relation

binaire R sur Ix(ZI)" s'appliquant a un indice ikl et &
<Ji,....Jn> € (2])" ssi il existe un m tel que NS, <{I/jedi},

n%m

ANjedl}>, V, ) = {<Ji...In >R, <y Ju> )

Nous allons prouver maintenant 1'énoncé que pour tout
indice ixE1 et pour toute formule fermée A de VS+, V(A,ix) = T
dans M ssi AT

Autrement dit nous allons démontrer que M est une interpré-
tation possible qui est telle que tous les ensembles maximaux

cohérents de V et donc aussi A, puisque AcI' sont simultané-
ment exemplifiables dans M.

Preuve
La preuve se fait par induction sur la longueur de A.

Base: m = 0.
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Il y a deux cas & considérer:

Cas 1. A est un symbole propositionnel. Evident.

Cas 2. A est de la forme pner...eqn, ou ey,...,ex sont des constantes
individuelles et ou n>1.

I1 est clair que, par les définitions-mémes de V_ etde "Ve iV

n 1 n

dans M, nous avons que <Ext.elll{ik),...,EXt.enM(ik) > EVpn[ik) ssi
Prnét.. enelk.

Etape d'induction: Supposons que l'énoncé a vérifier a été
établi pour toutes les formules fermées de VS+ dont la longueur
est inférieure a m, et prouvons qu'il vaut encore dans ce cas
pour toutes les formules fermées de VS+ de longueur m.

Il y a cinq cas a considérer:

Cas 1. A est ~B ou B est une formule de longueur inférieure
am.

— Supposons que, pour un ik€l, V(~B,ik) = T. Alors claire-
ment, par la clause V~,V(B,ix) = F. D'ou suit par I'hypothése
d'induction que B&I'x. Donc si V(~B,ix) = T, alors ~B&TIk.

— Supposons d'autre part que, pour un I'n€I", ~BeI'.. Alors
clairement par la cohérence de I't, B€I'x. Ce qui implique par
I'hypothése d'induction que V(B,ik) = F et donc par la clause
V~ que V(~B,ix) = T.

Cas 2. A est (BDC) ou B et C sont deux formules fermées de
longueur inférieure a m. Immeédiat.

Cas 3. A est LB, ol B est une formule de longueur inférieure
a m.

— Supposons que pour un ix€l, V(LB,ix) = T. Alors claire-
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ment, par la clause VL, nous avons que, pour tout jEI,
V(B,j) = T. Ce qui implique par lI'hypothése d'induction que,
pour tout I'te V BT

D'otu suit immédiatement que LBEI'y, car autrement si LB& Ty,
alors ~LB appartiendrait a I'x, vu la maximale cohérence de
cet ensemble, et il devrait exister par la clause (ii) de la défini-
tion de <I'hI'y,...> un eV tel que ~BeT;, cad tel que
BeT.

— Supposons d'autre part que, pour un I'ne V, LBEIk. Alors
clairement pour tout I'ieV nous avons que Bl par le
lemne 4.

Ce qui implique par l'hypothése d'induction que, pour tout
jel, V(B,j) = T, autrement dit que V(LB,ix) = T étant donné
la clause VL.

Cas 4. A est da(B1...Bn) ou la longueur de Bi...Bn est inférieure
a m.

— Supposons que, pour un I've V, du(Bi1...By) €I'k. Alors claire-
ment pour le nombre q tel que <Bj,...,.Ba> est le giéme terme
g de su(#(VS*)), nous avons que I‘de <{I'y/Biel}},...,

I'ITll
{I'i/Bael’j}>, étant donné la définition-méme de la relation
dntq'
D'ou suit, par I'hypothése d'induction et la définition de la
relation R , que ixR, <{j/V(B1j) = T}...{j/V(Bnj) = T}>, et
n n

donc que V(duBi...Bs) = T, puisque dans ce cas évidemment
<{J/V(B1j) = Th...{i/V(Buj) = T}>&V_ (iw).

— Supposons d'autre part que, pour un I'ne V, du(Bi1...Ba) &Ik
{Pj/BnEPj }>

Alors clairement, par la définition-méme de la relation fonc-
tionnelle Sd , il n'est pas vrai que I'iS, <{I'y/BiT}j},...,
Tl

nTq n'q
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Supposons maintenant qu'il existe un q tel que 1y =
<B,...B > et I"de <{I'i/BieT}},...{Ti/B.cT}>.

nTq’

Alors, par la définition de la relation S1 , Nous savons que
[+ T

n%q
d.-.(B; .B)e€l

Cependant, si dn(B'...B)) ET'%, cela signifie que {Pj/B;EFj} =
{Fj/Blerj},...,{Fj/B;Er‘j} = {I'i/Bael}.

Par conséquent, pour tout I;e V, L(B'l«t—)B1]<—:~F,-,...,L(B'rl <By)
eI,

Ce qui implique clairement par le schéma d'axiomes 9 de VS,
que, pour tout I;eV, dn(B)...B) €>dn(B1...Bn) €T},

Donc si dn(Bi...Bn) &Ik, alors dn{B'l...B;)sél"k.

Ce qui contredit I'hypothése qu'il existe un q' tel que 1o =
<B'1,...,B;> et Fde <{Ty/Bi€T}},...{Ti/B.€T}>.

nTq

Ce qui a pour conséquence immédiate, par la définition de

la relation R . €t I'nypothése d'induction, qu'il n'est pas vrai
n

que
iR, <{J/V(B1j) = T}...{}/V(Baj = T}> et donc que V(da(Bi,

voesBuf) =F.

Cas 5. A est (Av)B, ol B est une formule dont la longueur est
inférieure a m.

Il y a deux possibilités: ou bien B est une formule fermée,

ou bien B est une formule ouverte dont v est la seule variable
libre.

— B est une formule fermée.
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Supposons que, pour un ik, V((Av)B,ix) = T. Alors par la
clause V(Av), V(B,ix) = T. Donc par I'hypothése d'induction
nous avons que B&TI'k. D'ou il s'ensuit, par le schéma de théo-
rémes: 'Trs+BD(/\v)B' si v n'a pas d'occurrence libre dans B,

que (Av)B appartient aussi a I'x.

. Supposons d'autre part que, pour un I'e V ,(Av)BeTk. Alors
B appartient aussi a I'k par le schéma d'axiomes 5 de VS.
Ce qui implique par I'hypothése d'induction que V(B,ix) = T.
Cependant si B est fermée, nous avons que {B}E=(/Av)B. Dol
nous concluons que V((Av)B,ix) = T.
— B est une formule ouverte.

Comme A est fermée, la seule variable libre de B est v.

Supposons que pour un I've V,(Av)BeTk. Alors par le sché-
ma d'ax. 5 pour toute constante individuelle e de VS*, toute
formule de la forme B’ appartient aussi a I'c. Donc par I'hypo-
thése d'induction nous avons que pour tout e, V(B:,ik) =T.
Maintenant, pour tout objet u de de _gID(i), il est vrai qu'il

1
existe une constante individuelle e telle que V(e,ix) = u, puis-
que le domaine de M est l'ensemble des constantes indivi-
duelles de VS*, et que V(e i) = e pour toute constante indi-
viduelle e. Donc M est une interprétation canonique. Par con-

séquent, par l'application du corollaire I du théoréme 1.1.5. nous
concluons que V((Av)B,ix) = T.

. Supposons d'autre part que, pour un keI, V((Av)B,ix) = T.
Alors par la validité de toute instance de substitution du
schéma d'axiomes 5 de VS (I.1.5.), nous avons que, pour toute
constante individuelle e de VS, V[B‘;,ik) = T. Ce qui implique

par lI'hypothése d'induction que, pour tout e, B'€I'x. D'ou
suit immédiatement par la w-cohérence de I'x que I'c contient

egalement (Av)B.
Corollaire I: La complétude de V8.

Pour toute formule A de .Z, si =A, alors b SA.
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Preuve

Il y a deux cas a distinguer: ou bien A est une formule fermée
de £ ou bien A contient des variables libres.

Cas 1. A est une formule fermée.
Supposons qu'il n'est pas vrai que KA Alors {~A} est

un ensemble cohérent de VS par hypothése.

Donc {~A} est exemplifiable par le théoréme VI. Ainsi il
n'est pas vrai que A est valide. D'ol nous concluons par con-

traposition que si =A alors g

Cas 2. A est une formule ouverte.

Supposons que A est valide. Alors comme la régle de générali-
sation préserve la validité (1.2.5.), nous avons que = (Avi)...
(Avn)A, ol vi,...,va sont toutes les variables libres de A. Etant
donné que (Avi)...(Avi)A est une formule fermée, nous pou-
vons donc conclure en vertu du résultat obtenu dans le cas 1
précédent que I-z,s(/‘\Vl)...(/\Vn)A. Cependant nous avons par

le schéma d'axiomes 5 que |—Vg((/\vl)...(/\vn)A:nA). D'ou il
s'ensuit immédiatement par M.P. que A

Théoréme VII: La compléiude forte de V8.

Pour tout ensemble I' de formules de % et pour toute for-
mule Ae.?, si '=A, alors FI—VSA.

Lemne 5

Si B est une formule de VS et ke, SB:. ou e est une constante
individuelle qui n'a pas d'occurrence dans B, alors 'TrsB'

Preuve

Supposons, en effet, que kBr- Alors il existe une preuve
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dans VS de B;. Soit Bi,....Bm cette preuve de VS, et soit
B'l,...,B]']1 la séquence de formules de VS qui peut étre obtenue

a partir de cette preuve en substituant a toute occurrence de
e dans un Bk (1I€£k<m) de la preuve, une variable individuelle
v' n'ayant pas d'occurrence dans cette preuve.

I1 est facile de prouver par le méme type d'arguments que
celui déja présenté dans le lemne 3 que B.1""'B:'n est une

preuve dans VS B = (B);. D'ou l'on obtient en générali-

sant sur v' que  (AV)B.

Ce qui implique clairement par le schéma d'axiomes 5 que "vsB'

Th. VII. Si TE=A, alors F'T'SA'

Supposons, en effet, qu'il n'est pas vrai que l"n—VSA. Alors

clairement 'U{ ~A} est un ensemble cohérent de formules
de VS. Soit A=TU{~A}.

Si vi,...,Vk... représentent toutes les variables qui ont une
occurrence libre dans un membre de A, soit A' 1'ensemble des
formules fermées de VS qui peut étre obtenu a partir de A en
substituant les nouvelles constantes ci,...,Cx... a toutes les
occurrences libres de ces variables — différentes constantes
étant substituées a différentes variables.

11 est facile de montrer que A' est un ensemble cohérent de
VS. A supposer, en effet, que A’ soit incohérent dans VS, alors
il existerait une constante propositionnelle py de VS telle que,
pour un ensemble fini {Aj,...,An} de A’, nous aurions que
{An..An}igpo et {As..,An}ic ~Do.

Ce qui implique par le théoréme de la déduction répété n fois
que k. (A1D(...D(AnDpo)...)) et que kA2 (.. D (A D ~po)

).
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D'ou il s'ensuit par le lemne 5 ci-dessus que B S(A;::(...::
(A Dpo)...)) et que k (A D(..D(A D ~p)...)), ou, pour cha-
que Ax (1Sk<m)A; est la formule de & a partir de laquelle
Ax a été obtenue par les substitutions indiquées plus haut.

Conclusion: Il existe un ensemble fini {A';"“'A;} inclus dans

A qui est incohérent dans VS, et donc A est incohérent dans VS.
Par conséquent, si A est cohérent dans VS alors A’ est cohérent
dans VS.

Comme A’ est un ensemble de formules fermées de VS, ceci
implique par le théoréme VII que A’ est simultanément exem-
plifiable dans une interprétation possible. Soit M = <I,D,V>
cette interprétation possible dans laquelle A' est simultané-
ment exemplifiable, et soit il l'indice relativement auquel
nous avons, pour tout DEA’, que V(D,i) = T.

VoV oen

Par définition, tout membre D de A’ est de la forme D' :
1...('k.n

ou D' est la formule a partir de laquelle D a été obtenue par les

substitutions indiquées plus haut.

Soit maintenant M' = <I'\D'\V'> l'interprétation possible
qui différe au plus de M par le fait que, pour tout variable v
appartenant a {vi,...,Vk,...}, Vy = V¢(i), ol ¢ est la constante
nouvelle qui a été substituée a toutes les occurrences libres de
v dans les membres de A pour obtenir A'.

Par le lemne 2 répété autant de fois qu'il y a de variables
libres dans A, il est clair que nous obtenons une interprétation
possible dans laquelle, pour tout D'eA, V'(D'i) = T. Donc
A =Tu{~A} est simultanément exemplifiable dans M'. Par
conséquent il n'est pas vrai que '=A.

Conclusion: Si I'=A alors F"vsA'
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Corollaire I. Le théoréme de Léwenheim-Skolem

Si un ensemble de formules I" de % est simultanément exem-
plifiable, alors il est simultanément exemplifiable dans une
interprétation possible ayant un domaine dénombrable.

Preuve

Si I' est simultanément exemplifiable, alors I est un ensem-
ble cohérent de VS.

En effet, a supposer le contraire, il devrait exister un sous-
ensemble fini de I" qui soit tel que, pour une formule B de %,
Tk B et E'T-'s""B cad, vu le théoréme IV, qui soit tel que

Uk B et L ~B.

Ce qui est impossible, car ceci signifie que, dans toute inter-
prétation possible M = <I,D,V> ou { est simultanément exem-
plifiable, il existerait un indice i1 tel que V(B,i) = V(~B,i) =
T.

Conclusion: { est une ensemble cohérent de VS.

Par conséquent, il s'ensuit par le théoréme VII que { est
simultanément exemplifiable dans une interprétation possible
dont le domaine est une ensemble dénombrable de constantes
individuelles.

Corollaire II. Si un ensemble I" de formules du langage pragma-
tique .Z est simultanément exemplifiable, alors il est simultané-
ment exemplifiable dans une interprétation possible M =
<I,D,V> ayant un ensemble d'indices I dénombrable.

Preuve

Si I' est simultanément exemplifiable, alors par un raisonne-
ment exactement similaire a celui donné pour le corollaire I,
I' est cohérent dans VS, et si I' est cohérent alors, par le
théoréme VII, T" est simultanément exemplifiable dans une
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interprétation possible M = <ID,V> qui est telle que I = A7,
car la séquence <I'yI',I'>> du Lemne 4 est une séquence dé-
nombrable d'ensembles maximaux cohérents, étant donné la
clause (ii) de sa définition et le fait qu'il existe dans I'y un en-
semble dénombrable de formules de la forme ~LA. Or, I par
définition est un ensemble de méme cardinalité que I'ensemble
des termes de cette séquence.

Corollaire IlI. Le théoréme de compacité

Un ensemble I" de formules de % est simultanément exempli-
fiable ssi tout sous-ensemble fini de I" est simultanément exem-
plifiable.

Preuve.

Le théoréme est trivial dans un sens: par définition, en effet,
si I' est simultanément exemplifiable, alors tout sous-ensemble
fini de I' 'est aussi.

Supposons maintenant que I' ne soit pas simultanément exem-
plifiable. Alors I' est un ensemble incohérent de VS par le
théoréme VIIL

Par conséquent, il existe un sous-ensemble fini { de I qui est
tel que pour une formule B de %, EWSB et C|—VS~B.

Ce qui implique immédiatement par le théoréme IV que [=B
et L= ~B cad que T n'est pas simultanément exemplifiable.

Dong, si tout sous-ensemble fini de I" est simultanément exem-
plifiable alors I' est aussi simultanément exemplifiable,

Coroliaire 1V. Le théoréeme de finitude,

Pour tout ensemble I'" de formules de % et pour toute formule
AeZ, I'=A ssi il existe un sous-ensemble fini { de I" qui est
tel que L=A.
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Preuve.

Immédiat a partir de 1'équivalence entre les relations «k=» et
«i, > engendrée par les théorémes IV et VII et la définition-

méme de la relation « ke» qui a été donnée plus haut.
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NOTES

(!) Toute occurence de la variable v dans une formule de la forme
(AV)A sera dite lide.
Une occurence d'une variable qui n'est pas liée sera dite libre. Une formule
de & est fermée (ouverte) suivant que toutes les occurrences des variables
qu'elle contient sont (ne sont pas) liées,
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(3 Pour une définition de la notion de connecteur logique qui s'applique
au foncteur modal de nécessité universelle, voir D. Scott (1970) p. 161.

() Un connecteur n-aire d;, d'un langage Q est extensionnel ssi 1'exten-
sion de toute formule de la forme d,(A;...A;) reste inchangée quand on
substitue a un (ou plusieurs) A; (1<i<n) des formules de méme extension.
Pour tout connecteur extensionnel est donc valide la loi: (Ae3B)D
(dp(Ay...Ay ) 2d,(By...By)) ou By...B, est une suite de n formules de Q qui
différe au plus de la suite A,...A; par le fait que pour un k tel que
1<k<n, Ay = A mais By =B.

Un connecteur qui n'est pas extensionnel est dit intensionnel.

(Y) En régle générale, I est & construire pour chaque langage pragmatique
comme un ensemble de séquences finies ayant comme termes les différents
traits distinctifs des contextes possibles d'énonciation qui ont été relevés
comme pertinents pour l'interprétation. Ici, bien entendu, comme & est un
langage pragmatique ordinaire, tout ensemble I de structure totalement
indéterminée peut servir d'ensemble d'indices.

(®) En accord avec Montague (1972), nous postulons donc ici explicite-
ment que tout objet du domaine d'une interprétation possible M d'un lan-
gage pragmatique existe relativement a un indice au moins.

Cette exigence jugée non-nécessaire par Montague (1968) peut étre levée
si I'on se donne comme chez Montague (1968) un ensemble U fixé d'avance
comme domaine de M.

Une interprétation possible M est alors un triple <IUV> avec U a la
place de D.

(®) Si e est un terme, variable ou constante individuelle, I'extension de
e relativement a I'indice i dans M sera notée Ext..y(i) et définie comme suit:

1° Si e est une variable individuelle v, alors Ext.,y(i) = V,.

2° Autrement céd si e est une constante individuelle ¢, alors Ext. (i) =
Vl(i).

() Si X et Y sont des ensembles et si n est un nombre naturel et f une
fonction dont les valeurs sont des ensembles alors X, {X}, (X)», XxY, et

Uxf[x} sont de nouveaux ensembles, a l'interpréter respectivement comme
xe

l'ensemble des parties de X, l'ensemble dont le seul élément est X, 'ensem-
ble des n-tuples <uy,...u,> tels que uyyeX,...,uneX, le produit cartésien
de X et de Y, et I'union des f(x) qui sont tels que xeX.

(®) Cet ensemble #{@} a interpréter comme l'ensemble {T,F} sera appelé
a partir d'ici, I'ensemble des valeurs de vérité.
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() Si X et Y sont des ensembles, par une relation sur X et Y on entend
ici une relation dont le domaine est X et dont le rang est Y.

(') Par longueur d'une formule A on entend ici le nombre des occu-
rences différentes des connecteurs ~,L,D, du quantificateur universel A
et des constantes fonctorielles dans A.

('') Remarquons que les connecteurs extensionnels peuvent aussi étre
interprétés par la clause V, .
n

Ainsi, par exemple, si ~ est le négateur classique, nous pouvons construire,
dans notre théorie sémantique ,V , comme une fonction de I dans #(2I)1,

qui est telle que, pour une relation binaire R sur I X (1)1 s'appliquent &
un indice i€l et & une séquence <J>e&(2I)!, ssi i¢J, V (i) pour chaque

indice i = {<J>/iR<J>}.

Si nous appliquons maintenant la clause V; , a4 savoir:
n

V(~A,) =T ssi <{j/V(A,j) =T}>&V (i), il est clair que nous obtenons
une définition analogue & la clause habituelle V présentée plus haut,
a savoir que V(~A,i) =T ssi i&{j/V(A,j) = T>, cad ssi V(A,i) =F.

(*®) Cette définition d'une dérivation dans le systéme VS est dans les
lignes de la correction apportée par Henkin et Montague a la définition de
Church (1956) qui soufrait du défaut d'invalider la loi d'atténuation, suivant

laquelle si [""IﬁA alors I_Ur‘Jv—qA.

Voir R. MonTagNE et L. Henkin, On the Definition of 'Formal Deduction’
dans The Journal of Symbolic Logic — Volume 21, Numéro 2, Juin 1956,
p. 129-136.



