SUR LES DEFINITIONS DES ALGEBRES TRIVALENTES
DE LUKASIEWICZ DONNEES PAR A. MONTEIRO

Denise BeccHIo

D'apres (1) et (2) on peut définir une algébre trivalente de
Lukasiewicz comme étant un systéme (A,1,A\,V,NM) tel que
1. (A,1,A,V,N) est un treillis de Morgan (ou «réticulé de Mor-
gan» (1) ou «distributive i-lattice» (3))

2. I'opérateur unaire M vérifie les trois axiomes
Ml. NxVMx=1

M2, x A Nx = Nx A Mx

M3. M(x Ay) =Mx A My

Dans (4) A. Monteiro démontre que l'on peut remplacer
I'axiome M3 par les deux axiomes

K. xANxZyVNy
M3, M Ay)£MxAMy
c'est-a-dire définir une algébre trivalente de Lukasiewicz
comme étant un treillis de Kleene (treillis de Morgan dans
lequel la condition K est vérifiée ou encore «réticulé de Mor-
gan normal» (1) ou «distributive and normal i-lattice» (3)) dans
lequel est définie une loi unaire M vérifiant les axiomes M1,
M2 et M'3.

Nous allons démontrer qu'il est possible de définir une alge-
bre trivalente de Lukasiewicz comme étant un treillis de Kleene
dans lequel est définie une loi unaire M vérifiant seulement les
axiomes M1 et M2,

Autrement dit, un systéme (A,1,\,V ,NM) formé par un en-
semble non vide A, un élément 1 de A, deux opérations binaires
N et V définies sur A et deux opérations unaires N et M
définies sur A est une algebre trivalente de Lukasiewicz si les
axiomes suivants sont vérifiés
L. xAxVy=x
L2, xA(yVz)=2ZAXx)V(YAX)

L3. x = NNx
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L4,
L5.

L6.
L7
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N(x A y) = Nx V Ny

x A Nx £y V Ny (la relation < étant la relation d'ordre
habituelle définie sur le treillis (A, A,V))

Nx VMx =1

x A Nx = Nx A Mx

Rappelons d'abord que d'aprés L1 et L2, (A,/\,V) est un treillis
distributif (5) et posséde par conséquent toutes les propriétés
d'une telle structure. Certaines de ces propriétés et les axiomes
L3 et L6 ont permis a L. Monteiro (2) de démontrer que
x V1 =1 c'est-a-dire que (A,1,A,V ,NM) est une algébre de
Kleene (1). Nous supposons donc sans le démontrer que
(A.1,A,V,NM) possede toutes les propriétés d'une algébre de
Kleene et écrivons simplement celles de ces propriétés qui
nous serviront par la suite:

P1.
P2.
P3.
P4.
Ps.
P6.
P7.
P8.
P9.
P10.

xAN1=1Ax=x

xVx=x
xAyVzy=xAy)V (xAz)
xViyAz)=xVy)AEVaz
xAYSX xAYSy
x=xVy, yExVy
xZy=—>xVz=yVz
xSy=—=xAz=ZyAz

x S y==Ny = Nx
xSyetxSz=x=<yAz

Nous pouvons alors établir les théorémes suivants:

T1.

T2.

x < Mx

L x ANxVMx)=xA1l=x L6.P1.
2. (x A Nx) V (x A Mx) = x 1. P3.
3. Nx AMx)V (x A Mx) =x 2. L7

4, x=(NxV x) A Mx < Mx 3. P3.P5.

Nx AyEx=— vy < Mx

1. (NxAy) VMx < xV Mx hyp. P7.
2. (Nx VM)A (y VMx) <xV Mx 1. P4,
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3. yVMxZxV Mx 2. L6.P1.

4. x V Mx < Mx V Mx T1.P7.

5 vV Mx <Mx trans. 3.4. P2,
6. y=<yVMx P6.

7. vy Mx trans. 6.5.

T3. xSy=—>NyAMx=<y

1. Ny £ Nx hyp. P9.

2. Ny A Mx < Nx A Mx 1. P8.

3. Ny AMx £ x A Nx 2. 17

4, x ANx<x=<y P5. hyp.

5. Ny AMx<vy trans. 3.4.

T4 xSy— Mx < My

1. Ny AMx=Zvy hyp. T3.
2. Mx £ My 1. T2.

T5. M Ay) £ Mx A My

1. Mx Ay £Mx P5. T4.
2. M(x A y) <My P5. TA.
3. Mx A vy)Z<Mx A My 1.2.P10.

Or TS et 'axiome M'3 sont identiques.

Nous pouvons donc bien définir une algébre trivalente de Lu-
kasiewicz a l'aide des axiomes L1 - L7 seulement. Nous allons
démontrer l'indépendance de ce systéme d'axiomes.

Indépendance de L1:

Soient 0 et 1 deux éléments distincts. On désigne par Ti l'en-
semble {0,1}.

Dans T1 on pose NO =0, Nl =1, MO=Ml=1etxAy=
x V vy = 1 pour tous x,y de Ti.

Les axiomes L2 -L7 sont vérifiés dans Ti alors que l'axiome
Ll nelestpascar0 A (0V 1) =1 = 0.
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Indépendance de L2:
Soit Tz le treillis non distributif dont le diagramme est

Dans T: on pose N1 =0,Na=c¢, Nb=b,Nc=a, N0 =1

et Ml =1, Ma=aMb=1Mc=¢,M0O=0
Les axiomes L1, L3 - L7 sont vérifiés dans T: alors que l'axiome
L2 ne l'est pas.

Indépendance de L3;
Soit T; le treillis distributif dont le diagramme est

Dans Ts on pose N1 =0, Na=1, Nb=a NO=1et Mx =x
pour tout x de Ta.

Les axiomes L1, L2, L4-L7 sont vérifiés dans T3 alors que
l'axiome L3 ne l'est pas car NNa = 0 = a.

Indépendance de L4:
Soit Ty le treillis distributif dont le diagramme est



SUR LES DEFINITIONS DES ALGEBRES TRIVALENTES 343

Dans T4 on pose N1 =0,Na=b,Nb=a Nc=¢,NO=1

et Ml =1,Ma=aMb=b Mc=1,M0=0
Les axiomes L1-L3, L5-L7 sont vérifiés dans Ts alors que
I'axiome LA ne l'est pas car N(a A c) = Nc = c et Na V Nc
=bVc=b=#c

Indépendance de L5:

Soit Ts le treillis distributif ayant méme diagramme que Tz mais
dans lequel on pose N1 =0, Na=a, Nb=b, NO=1 et
Ml=1Ma=1 Mb=1 M0=0.

Les axiomes L1-L4, L6, L7 sont vérifiés dans Ts alors que
l'axiome L5 ne l'est pas car aANa=aAa=a bV Nb=
bVb=beta<h.

Indépendance de L6:

Soit T le treillis distributif ayant méme diagramme que T3 mais
dans lequel on pose N1 =0, Na=b, Nb=a, NO=1 et
Mx = 0 pour tout x de Ts.

Les axiomes L1 - L5, L7 sont vérifiés dans Ts alors que I'axiome
L6nelestpascarNaVMa=bVO0=b =1,

Indépendance de L7:

Soit Tz le treillis distributif ayant méme diagramme que Ts mais
dans lequel on pose N1 =0, Na=b, Nb=a, NO=1 et
Mx = 1 pour tout x de Tx.

Les axiomes L1 - L6 sont vérifiés dans Tr alors que 'axiome L7
ne l'est pas car aANa=aAb=0et NaAMa=bA1l=
b = 0.

Remarque: les ensembles T: et T; sont semblables aux ensem-
bles utilisés par L. Monteiro (2) pour démontrer l'indépendance
des axiomes x A (x V y) = x et M(x A y) =Mx A My,

R. Maronna (6) a démontré qu'un systéme (A,A,V,N) véri-
fiant les axiomes L1 -L4 peut étre défini comme un systéme
(A, A ,N) vérifiant les axiomes
1. x =x A N(Nx A Ny)

2. x A N(Ny A Nz) = N(N(z A x) A N(y A x))
a condition de poser par définition
D. xV y=N(Nx A Ny)
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Ce résultat permet de définir une algébre trivalente de Luka-
siewicz comme un systéme (A,1,/A\,N,M) vérifiant les axiomes

1. x =x A N(Nx A Ny)

2. x A N(Ny A Nz) = N(N(@z A x) A N(y A x))
3. x ANXxSN(Ny Ay

4. N(x A NMx) = 1

5. x A Nx = Nx A Mx

m-

condition de poser par définition D. x V y = N(Nx A Ny).
Ces cing axiomes sont indépendants comme le montrent les
ensembles considérés précédemment pour démontrer respec-
tivement l'indépendance de L1, L2, L5, L6, L7 (l'égalité D. est
bien vérifiée dans chacun de ces ensembles).

Université Claude Bernard, Villeurbanne Denise BrccHio
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