DEMONSTRATION D'UNE CONJECTURE DE J.H. HARRIS

Maurice Borra

Soit G la théorie des ensembles de Gédel [1] comprenant
les axiomes A, B, C et E. J. H. Harris [2] (p. 298) a conjecturé
que les deux axiomes suivants sont mutuellement indépendants
relativement a G:

AS: A*(x) = A*(y) — x =y (Axiome de Structure); ()

LIM: quel que soit n=0, il n'existe pas de suite finie xy, xy, ...,
X, telle que xoex,€ ... EX,EXy (Axiome de Limitation).

En vue de démontrer cette conjecture, notons D, l'axiome
suivant:

(VX+@)(HxeX)(x N X CSa).
Le résultat suivant est bien connu:

LEMME. Si G est non-contradictoire, alors les deux théories
suivantes sont non-contradictoires:

G; = G + (da){(a={a} AD,);

Gz = G + il existe un ensemble infini a de la forme {x;|i€w}
avec x; = {x;,1} pour tout iew, tel que D,.

Gréace a ce Lemme, il nous suffit donc de prouver le
THEOREME. G,~ASATILIM; G;LIMATIAS.
Démonstration:

(1) Placons-nous dans G;. Soit a un ensemble tel que a ={a}
et D,. On a immédiatement ~ILIM, puisque a=a. Afin de dé-
montrer AS, notons ¥(x) la formule suivante:

(Ay=x)(A*(y) =A*(x)).

) A*(x) = {x}UA(x) ot Ax) =xU(Ux)U(UUx)U ...



DEMONSTRATION D'UNE CONJECTURE DE J. H. HARRIS 685

Posons X = {x | ¥(x)}. Il faut prouver que X = &. Raisonnons
par l'absurde. Si X+, alors (grace a D,) il existe un xeX
tel que xNXCa, c-a-d. tel que xNX = FVxNX =a.

ler cas: xNX =&,

Dans ce cas, soit y=x tel que A*(y)=A*(x). Soit f un isomor-
phisme de A*(y) sur A*(x). Montrons que fy = x, Si fy # x,
alors soit ze A*(y) tel que fz = x. On a z+#vy, donc z€A(y), de
sorte qu'il existe une suite x,, xy, ..., x, d'éléments de A*(y)
tels que zexEx e ... €x, = vy, d'ol '

x = fzefyefx,e ... efx, = fy. *)

De méme, puisque fy #+ x, on a fyeA(x), donc il existe une
suite vo,vir ..., Vi d'éléments de A*(x) tels que

fyreveyie ... eyn = x. %
(*) et (**) impliquent
xefx efx e ... efxyeyEIE ... EYn =X,

d'ou (en appliquant D, pour X = {fx, fxy, ..., X0, Yo, Y1, -+r Y })
x = a, d'ot aex N X, en contradiction avec I'hypothése xNX =
@. Nous savons donc que fy = x. Pour tout zey, on a donc
fzex et A*(z)=A*(fz), d'ou (puisque xNX = J) fz =z, ce
qui prouve que ySx. Mais x # y, donc il existe un vex tel
que VEy. Soit uey tel que fu = v. On a vex et A*(u)=A*(v),
d'ou (puisque xNX = &) u = v, ce qui est absurde.

2ié cas: xNX = a,

Dans ce cas, aeX, donc il existe un y+a tel que A*(y)=A*(a),
d'ou y = {y}, d'ou (en appliquant D, pour X=y) y = a, ce qui
est absurde.

(2) Placons-nous dans G;. Soit a un ensemble infini de la forme
{xi|i€w} avec x; = {x;.;} pour tout i€w et tel que D,. a
étant infini, il est clair que les x; sont distincts. On a donc im-
médiatement “1AS, puisque A*(xg)=A*(x;) et x; * x;. Il reste
a prouver LIM, Raisonnons par l'absurde, Supposons qu'il
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existe une suite yy, vy ..., vn telle que y,Evi€ ... EV.EY0.
Dans ce cas (en appliquant D, pour X = {yo, Vi, ..., Ya}) il exis-
te un i tel que y;€a (0<i<n), d'ou (a étant transitif) y,Ea,
de sorte qu'il existe un j tel que

Yo = Xy,
Yn = Xj+1u
Yo-1 = Xji2

Yi= Xjim
YO = xj+n+11
d'ol X; = Xj,n,1, C& qui est absurde, puisque les x; sont dis-

tincts.

Charge de recherches du FNRS.
Bruxelles Maurice Borra
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