EXPRESSION DE LA RECURSION PRIMITIVE
DANS LE CALCUL-2-K

JEAN LADRIERE

En hommage @ M. R. Feys

1.- INTRODUCTION

La présente note a pour objet de montrer comment la notion de
récursion primitive peut étre exprimée au moyen des ressources du
calcul-\-K. Elle est entiérement basée sur une indication de Ber-
nays (%).

Pour représenter la récursion primitive dans le calcul-A-K, on peut
se servir soit de la fonction successeur, soit de la fonction prédé-
cesseur. La représentation de Bernays fait usage de la fonction suc-
cesseur. Cette représentation fait intervenir par ailleurs la notion de
paire ordonnée. Curry propose une définition de cette notion un peu
différente de celle de Bernays. Dans une note complémentaire, nous
rappellerons la définition de Curry et indiquerons comment la re-
présentation de la récursion primitive doit &tre construite lorsqu’on
utilise cette définition. Dans une seconde note complémentaire, nous
indiquerons comment on peut représenter la récursion primitive en
se servant de la fonction prédécesseur.

Le procédé de la définition récursive fait intervenir un schéma a
deux lignes ou a deux clauses. L’intérét que l'on peut trouver a uti-
liser le calcul-A ou le calcul-A-K, c’est que 1'un et I'autre de ces cal-

() 11 s’agit d'une remarque communiquée par M. Bernays a M. Feys en
1948. Ce qui est exposé ici n'est que la mise en ceuvre systématisée des
indications de M. Bernays.

Par ailleurs, ce texte doit beaucoup & M. J.Dopp, qui a bien voulu en re-
voir la premiére rédaction, qui y a apporté sur bien des points des amé-
liorations importantes et y a ajouté de nombreux compléments. Il a mis trés
aimablement 4 ma disposition des travaux personnels inédits relatifs a la
logique combinatoire et m'a autorisé 4 en faire usage; c’est & ces notes de
M. Dopp qu’est empruntée la présentation de plusieurs des combinateurs qui
figurent dans les pages qui suivent. Qu'il me soit permis de lui exprimer ici
ma trés vive reconnaissance.
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culs permettent de remplacer le schéma de définition récursive par
une simple définition n’utilisant qu'un seul opérateur. Une fonction
récursive quelconque ¢, dont la définition au moyen d’'un schéma
récursif ferait intervenir deux autres fonctions v et y, peut alors
étre définie de fagon explicite en appliquant simplement cet opé-
rateur de la récursion aux deux fonctions 1 et y. Par ailleurs, il est
possible de donner de cet opérateur une expression purement com-
binatoire, qui a I’avantage de ne pas comporter de variables.

On commencera par rappeler certaines définitions et certaines pro-
priétés importantes. Il sera utile de donner, auparavant, un tableau
des notations utilisées.

10. NOTATIONS UTILISEES

Constantes individuelles: 0, 1, 2, ....

Variables individuelles: x, y, 2, £, et ces mémes lettres affectées
d’indices.

Constante prédicative; =.

Constantes fonctionnelles: %, o, ;.

Symboles syntaxiques pour chiffres (3);: a, f.

Symboles syntaxiques pour fonctions: ¢, y, v, et ces mémes lettres
affectées d’indices.

Symboles syntaxiques pour termes (*): 1, et cette méme lettre af-
fectée d’indices.

Opérateur d’abstraction: A.

Formules particuliéres du calcul-A ou du calcul-A-K, ou combina-
teurs particuliers: romaines capitales grasses, éventuel-
lement affectées d’indices ou munies d’'un astérisque,
et de plus @.

Symboles syntaxiques pour formules-)A ou pour formules-}-K: alle-
mandes capitales, éventuellement affectées d’indices.

(®) Un chiffre est une expression du type o (o (...c (0) ...)).

(%) Définition de la notion de terme.
a) Une variable individuelle est un terme.
b) Une constante individuelle est un terme.
¢) Un chiffre est un ferme.
d) Une expression formée en appliquant un symbole de fonction a des
arguments dont chacun est soit une variable individuelle, soit une con-
stante individuelle, soit un chiffre, est un terme.
e) Une expression formée en remplagant, dans une expression du type (d),
contenant au moins une variable individuelle, une telle variable par une
expression du type (d), est un terme.
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Symboles syntaxiques pour combinateurs: allemandes capitales gras-
ses, éventuellement affectées d’indices.
Notation syntaxique pour définitions: =.

Notation syntaxique pour la relation de convertibilité: =.
Notation syntaxique pour la substitution: [2A/B]€.

11.- LES FONCTIONS RECURSIVES PRIMITIVES

On peut définir la notion de fonction récursive primitive en partant
de certaines fonctions de base et en introduisant certaines opéra-
tions.

111.- Fonctions de base

111.1.- Fonction successeur: ¢ .

(Elle peut étre considérée comme donnée intuitivement; si on veut
étre rigoureux, il faut la définir axiomatiquement.)

111.2.- Fonction constante: x.
(Fonction dont la valeur est toujours 0.)

111.3.- Fonctions de sélection, du type: g, (X, X3, ..., X,,) = %;.
(La fonction o;, sélectionne le iéme argument dans une suite de =
arguments.)

112.- Opérations

112.1.- Application d'une fonction a4 un argument ou a une suite d’ar-
guments.

Cette opération permet de former, & partir d'une fonction ¢ a # ar-
guments et des termes t;, Tp, ..., T,, 'expression @ (1, Ta: ... Tp)-

112.2.- Application du schéma de substitution;

@ (X1, Xz, oo0s X)) = % (Y1 (X4, Xy oons X)) ey Yy (X1, X, .o, X)),
ol y, Yy, ..., P, sont des fonctions déja définies.

112.3- Application du schéma de récursion primitive:
@ (%1, X3, n.0s Xy, 0) = P (%, X3, ..., %)
P (x1= Xgy wees Xps 0'((!)) = ¥ ((I. P (xl' X2y ees Xy U-)!
Ry Xgy veur: By
ot 1 et y sont des fonctions déja définies.
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113.- Définition

Une fonction d’entiers est dite récursive primitive si elle peut étre
définie au moyen des fonctions de base (111) par applications suc-
cessives des opérations (112).

Ou encore: la classe des fonctions récursives primitives d’entiers est
la classe des fonctions d’entiers

a) qui comporte les fonctions de base (111),

b) qui est fermée par rapport aux opérations (112).

12.- LE cALcuL-)

121.- Les formules bien formées

La notion de formule bien formée du calcul-} est définie, en mé-
me temps que celle de variable libre et de variable liée (de ce méme
calcul), au moyen de la définition inductive que voici:

121.1.- Une variable est une formule bien formée. L'occurrence de
cette variable dans une formule formée par cette seule occurrence
est dite libre.

121.2.- Si les formules 2 et B sont bien formées, alors la formule
A(B) est une formule bien formée. Une occurrence d'une variable
est libre dans A(B) si elle est libre soit dans U soit dans B. Elle est
liée dans A(B) si elle est liée soit dans A soit dans B.

121.3.- Si la formule Y est bien formée et contient au moins une oc-
currence libre de la variable x, alors la formule Ax.2 est bien for-
mée. Chaque occurrence de x dans Ax.2l est dite liée dans Ax.Q et
toute occurrence d'une variable différente de x est dite libre ou lide
dans Ax.9l suivant qu’'elle est libre ou liée dans 9.

Dans ce qui suit, il sera entendu que toutes les formules sont bien
formées. Nous utiliserons le terme formule pour formule bien for-
mée. Les symboles syntaxiques 9, B, € ..., représentent des formules
bien formées. Nous appellerons formule-) une formule (bien formée)
du calcul-A.

Nous représenterons d’ordinaire une expression de forme ix.(Ay. )
par la notation Axy.JR. (V. p.ex. au n° 421.)

122.- La conversion-),
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122.1.- Les opérations

Le calcul-A est basé sur trois opérations.

122.11.- Substitution.

Si la variable y ne figure pas dans 9| et si la variable x est liée dans
une partie B de A, on peut substituer [x/y]B aux occurrences
de B dans U, mais il faut le faire & la fois pour toutes les occur-
rences de B.

122.12.- Concrétisation.

Si une formule Y contient une formule B du type (Ax. )N, on peut
remplacer cette formule 28 par [x/NIM. & la condition que les va-
riables liées de M soient distinctes & la fois de x et des variables
libres de N.

122.13.- Abstraction.

Si une formule 2 contient une formule B du type [x/N]M, on peut
remplacer cette formule B par (Ax RN, 4 la condition que les va-
riables liées de I soient distinctes & la fois de x et des variables
libres de R.

122.2.- La conversion-)

Toute suite d’applications des opérations (122.1) est appelée une
conversion-}. Si une formule 9 peut étre transformée en une for-
mule B par une conversion-) on dit que U est convertible en B. La
relation de convertibilité est une relation d’équivalence. On écrira:

A=1L.
13.- Les fonctions \-définissables

Une fonction d’entiers ¢ est dite A-définissable si l'on peut trouver
une formule ¥ du calcul-) telle que, si pla) =, et si Z, et Zg sont
les formules-} correspondant aux entiers a et (3, alors FZ, est con-
vertible en Zg (%).

(Y) On représente par la notation B, sans parenthéses, I’application
de A a4 B. En utilisant le principe de l'association & gauche, on peut re-
présenter une fonction de # variables comme une fonction d’une variable
dont la valeur est & son tour fonction de (#-1) variables. Le fait que la
définition ne considére qu'une fonction ¢ & une variable n’enléve donc
rien A sa généralité.
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14.- Les combinateurs

Les formules du calcul-A peuvent &tre considérées comme corres-
pondant & des opérations, plus ou moins complexes, de combinai-
son, c’est-a-dire comme des opérateurs de combinaison. On appelle
de tels opérateurs des combinateurs. A partir de certains combina-
teurs élémentaires, on peut former des combinateurs plus complexes,
au moyen de I'opération d’application. On appelle combinateur-$ un
combinateur obtenu a partir d’un systéme S de combinateurs donnés.

Soit un ensemble de combinateurs A;, As, ..., A,. Appelons S ce
systtme de combinateurs. C'est le systtme de base des combi-
nateurs-S. On définit un combinateur-S de la fagcon suivante:

a) A, s, ..., A, et toutes les variables sont des combinateurs-S,
b) si B, et B, sont des combinateurs-S, BB, est aussi un combina-
teur-S.

Pour définir les combinateurs d’un systéme de base, on peut utili-
ser le calcul-A, en considérant ces combinateurs comme des formu-
les-A. On peut également se placer & un point de vue entiérement
indépendant du calcul-A et définir les combinateurs d’un systéme de
base de fagon intrinséque, soit par un systtme de régles indiquant
les transformations possibles entre ces combinateurs (c’est le pro-
cédé utilisé par Rosser (*)), soit par un systéme d’axiomes (c’est le
procédé de Curry (%).

Dans ce qui suit, nous utiliserons le procédé qui consiste a définir
les combinateurs de base au moyen de formules-).

15.- Le calcul-)-K

On peut obtenir un calcul qui, & certains égards, est plus commode
que le calcul-A, en modifiant la notion de formule bien formée, de
fagon & admettre des formules dans lesquelles I'opération d’abstrac-
tion porte sur des variables qui ne figurent pas dans la suite de la
formule. Ainsi on pourra avoir des formules telles que Ax,x;.x;. Le
calcul-\-K se décrit exactement comme le calcul-d, avec la seule
modification suivante: dans la troisiéme partie de la définition d’une
formule bien formée, on laisse tomber I'expression «et contient au
moins une occurrence libre de la variable x».

La notion de fonction \-définissable s’étend immédiatement au cal-
cul-\-K. Les notions de fonction )\-définissable et de fonction \-K-dé-

(%) V. RossEr.
(®) V. Curry & FEvs, chap.é.
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finissable sont équivalentes, pour autant qu'il s’agisse bien de fone-
tions d’entiers prenant leurs valeurs dans l'ensemble des entiers. Si
on considére des relations fonctionnelles entre formules bien for-
mées quelconques, les représentations dans le calcul-A et dans le cal-
cul-A-K ne sont plus, en général, équivalentes. Elles ne le sont que
pour des catégories particuliéres de relations fonctionnelles. Ainsi el-
les sont équivalentes dans le cas de relations fonctionnelles dont les
arguments sont des formules du type Z, et dont les valeurs sont des
formules bien formées ayant les mémes variables libres. Elles sont
probablement équivalentes aussi dans le cas de relations fonction-
nelles dont les arguments sont des fonctions de formules du type Z,.

Dans ce qui suit, nous nous intéresserons uniquement aux fonc-
tions d’entiers prenant pour valeurs des entiers. La théorie déve-
loppée pour cette classe de fonctions peut étre étendue a des classes
plus générales de relations fonctionnelles au moyen du procédé
d’arithmétisation. (Soit par exemple la classe des relations fonction-
nelles dont les arguments sont des entiers et les valeurs des formules
bien formées quelconques. Si on peut définir un procédé d’arithmé-
tisation des formules bien formées, on peut faire correspondre a ces
relations fonctionnelles des fonctions d’entiers a valeurs entiéres.)
Comme nous n’envisagerons pas ici de telles extensions de la théo-
rie, nous entendrons toujours par fonction, dans ce qui suit, fomc-
tion d’entiers a valeurs entiéres.

Kleene a démontré que toute fonction récursive primitive est A-dé-
finissable (7). (Il a méme démontré un résultat plus vaste, portant sur
la récursivité générale, mais le résultat rappelé ici constitue une des
étapes de sa démonstration.) Kleene établit ce résultat au moyen
d'une suite de lemmes. Les démonstrations de ces lemmes utilisent
une représentation des formules-A au moyen de certains combina-
teurs. Mais il y a moyen d’établir le méme résultat de facon directe,
en donnant une transposition, dans le calcul-A, de la définition de la
récursion primitive. C'est ce procédé qu'utilise Church (}). On peut
réaliser le méme genre de démonstration dans le calcul-A-K. Quand
on opére dans le calcul-A, on doit utiliser des triades. Dans le cal-
cul-A-K, on peut se contenter de dyades; on a ainsi des formules plus
simples. Comme les notions de fonction \A-définissable et de fonction
A-K-définissable sont équivalentes dans le cas de fonctions d’entiers
4 valeurs entiéres, le résultat obtenu au moyen du calcul-\-K a la

() V. KLEENE (4).
(°) In CHurcH (2).
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méme portée que celui qui peut étre obtenu au moyen du calcul-A.
Nous indiquerons comment certaines des expressions introduites peu-
vent étre traduites en termes purement combinatoires.

2.- Quelques combinateurs

Il sera utile de rappeler ici les définitions de quelques combina-
teurs, dont il sera fait usage plus loin.

21.- Définition de quelques combinateurs au moyen de formules-),

La facon la plus intuitive de définir les combinateurs est de se
servir de formules-A. Voici les définitions de quelques combinateurs
élémentaires.

Ax.x (identificateur)

A xq %5 X350 Xy (%0 %) (compositeur élémentaire)
A Xy Xp X3, Xy X3 X3 (permutateur élémentaire)
A X1 Xa. Xy XXy (duplicateur)

A %y Xg X3 Xye X Xp (%g Xy Xg)
A X1 Xge X3 Xy
A xy 25 x5, 1 X5 (%X Xg)

e~ gim™
11 1

22.- Définition des combinateurs au moyen d'un systéme complet

On dit qu'un systéme S de combinateurs est complet lorsque toute
formule (bien formée) du calcul-A peut étre exprimée au moyen d’un
combinateur-S. Etant donné un systdme complet S de combinateurs,
tout combinateur peut étre exprimé sous la forme d’un combina-
teur-S.

On montre que le systéme constitué par les combinateurs I et J
est complet (°). Les autres combinateurs indiqués ci-dessus peuvent
donc étre définis au moyen de I et de J. Voici ces définitions.

T = JII

C = JTUADAJIT

B = CJIC)JI

W = C(CBC(CBJIT)T)T).

(Le combinateur S peut s’exprimer en fonction de B, C et W, com-

(®) V. Rosser.
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me on le verra ci-dessous. Il peut donc aussi éire exprimé au moyen
de I et de J.)

On peut vérifier facilement, en utilisant le calcul-A, que ces défini-
tions correspondent bien & celles qui ont été données ci-dessus.

On montre que le systéme constitué par les combinateurs B, C,
W. I, est aussi un systéme complet. Dans ce qui suit, nous nous
servirons de ce systéme, plutdt que du systéme I-J, parce que ce der-
nier conduit & des écritures plus longues.

Indiquons comment les combinateurs J, T et S peuvent s’expri-
mer en fonction des combinateurs B, C, W et L.

J = BBMBBBBC)W)(BC)) (BBB(BBBEB)))I
T = CI
S = BBBWCBB

Comme le combinateur S sera utilisé plus loin, donnons ici la
justification de cette derniére définition. B'W redouble la 3**° va-
riable; la combinaison du résultat avec C, au moyen de B, interver-
tit la 2°™ et la 3" variable; la combinaison du résultat avec B B, au
moyen de B, groupe les trois derniéres variables.

BW = Ax; X X X Xz X3 Xy
B(BW)C = lx1x2x3.x1x3x2x3
BB = LA x; Xg X3 Xg0 Xy Xp (X3 %4)

B (B(BW)C) (BB)

A Xq X Xg. 2y %5 (% X3).

23.- Combinateurs plus complexes

Au moyen des combinateurs élémentaires introduits ci-dessus, on
peut définir des combinateurs plus complexes qui présentent des
propriétés intéressantes.

231.- Puissances des combinateurs élémentaires

Nous considérons ici les combinateurs comme correspondant &
des formules-A. Nous dirons que deux combinateurs ; et 2A; sont
convertibles, et nous écrirons A, = W,, lorsque les formules-A cor-
respondantes le sont.

Puissances de B:

B* = BBB
B* = BB'B = B(BBB)B
B* = BB'B . etc...
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De fagon générale: B* = BB"*1B.

De méme
W = BWW
W = BWW=BBWWW , etc...

Idem pour les autres combinateurs élémentaires. Si ¥ est un com-
binateur élémentaire, * = B Y1 9.

Les puissances de B sont des combinateurs trés importants. Ap-
pliquées & un combinateur quelconque, elles ont pour effet de reculer
son action d’autant de rangs que l'indique ’exposant. En termes de
calcul-j, on a:

B* = A& X x5 % X (X X3 Xy) _
B = ko xyxp 3 x5 %y (% X5 X4 %), etc..

B opére le groupement de la 2™ et de la 3"™ variable. B B recule
I'action de B d'un rang et opére donc le groupement de la 3*™ et
de la 4" variable. En général, B" B opére le groupement de la
(n+2)" et de la (n + 3)*™ variable. W redouble la seconde va-
riable. B* W redouble la (n + 2)*™ variable. C intervertit la 2*™ et la
3*"* variable. B" C intervertit la (# + 2)"™ et la (n + 3)™ variable.

232.- Les combinateurs B 1

Ces combinateurs reproduisent les variables dans ’ordre naturel de
leurs indices. I donne 1 variable, BI donne 2 variables, en général
B" 1 donne (n + 1) variables.

B*I = lxlxg--.x,“_l. x1x2...xn+1.)
233.- Superposition de combinateurs B

Il arrive souvent que l'on ait une superposition de combinateurs
B, comme dans la formule suivante: B (B (BUAYB) €) D, ot A, B, €
et D sont des formules-A (que I'on pourrait naturellement exprimer
en termes de combinateurs). Il est utile de définir des combinateurs
correspondant & de telles superpositions de combinateurs B.

La formule-A qui correspond au combinateur B élémentaire est
une formule qui peut servir & représenter la fonction de multiplica-
tion. Appelons M, cette formule ('), M, peut &tre considéré aussi com-

(%) La notation avec indices utilisée ici pourrait faire penser aux com-
binateurs différés de Curry (Curry & Fevs, p.165). En réalité, la superpo-
sition de combinateurs B dont il est question ici est d’'une autre forme
que celle qui intervient dans les combinateurs différés.
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me un combinateur (identique & B). On pourra représenter la super-
position de 2,3, ... combinateurs B au moyen de combinateurs M,
M;, ..., définis comme suit:

M; B*B M,

M; B*BM, , etc...
En général:

M, B*"BM,_; .
Voyons comment agissent ces combinateurs.

M AB = BUADY

M, ABE = BM;AB)E

= B(BAB)E

M; ABED = BMUABE)D
= BBBAB)E)D .

Vérification pour Ms:

B:B M‘l = (Ax; x5 X3 Xge X4 (xg X3 x4)) BM,
= A Xg X4e B (M] Xg x4) .
BPBM, ABVBE = BM AB)E

= BBAB)C .

En général, pour obtenir une superposition de n combinateurs B
du type indiqué plus haut, il suffit de disposer d'une suite de (n + 2)
variables, toutes les variables & partir de la deuxidme étant groupées.
I1 faut donc utiliser le combinateur B*. En appliquant B* & B et au
combinateur M,,_;, on ajoute un B & la suite des B qui figurent déja
dans le combinateur M, _;.

Les combinateurs M; permettent de représenter la multiplication
entre {7 termes. Si 2, B, €, ... sont les formules-A qui correspondent

respectivement aux termes Ty, Ts, Tg, --.,

M, AB  correspond a (t; X 13)
M ABE correspond A (1; X 13 X 15), et ainsi de suite.

234.- Les permutateurs non élémentaires

Dans ce qui suit (en 422), nous aurons i utiliser des combinateurs
qui réalisent certaines permutations sur une suite de variables.

Soit une suite de variables. Il s’agit de réaliser une permutation
qui fasse venir la jéme variable a4 la iéme place (i est supposé plus
petit que j et plus grand que 1). On peut représenter cette opération
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au moyen d'un combinateur qui effectue une suite d’inversions.
Nous désignerons par C;; ce combinateur. On peut le définir comme
suit:

Cy = M;_;_, (BI-3C)(BI—4C) ... (B~2Q).

(Bi—3 C) intervertit la jéme et la (f—1)éme variable; (B/—4C) in-
tervertit la (7—1)éme et la (7—2)éme variable; et ainsi de suite. Fi-
nalement (Bi~2C) intervertit la (i+1)éme et la i{éme variable. Dans
le cas out i=2, (i—2) = 0. Pour uniformiser les notations, on adop-
tera la convention suivante: B® = L
Dans le cas général, nous avons en tout (/—i) inversions. Le com-
binateur M;_;_, permet de réaliser ces opérations successivement.
Dans le cas, non encore prévu, ot i=1, on peut réaliser la permu-
tation voulue en utilisant Cy(;.q) L

Nous appellerons les combinateurs du type C;; des permutateurs
non élémentaires. Le permutateur élémentaire C est identique au
combinateur Cgs.

24.- Le combinaieur K

Il existe un combinateur, appelé K, qu’il n’est pas possible de dé-
finir au moyen d’une formule-), mais que l'on peut définir au
moyen d'une formule-A-K. Il est nécessaire, en effet, pour définir
ce combinateur au moyen d'un opérateur d’abstraction, de pratiquer
une abstraction sur une variable qui ne figure pas dans la formule
sur laquelle porte ’abstraction. La définition du concept de formule
bien formée dans le calcul-A-K rend possible une telle opération. Le
combinateur K peut étre défini comme suit:

K = lxl Xae X

Ce combinateur est un opérateur d’élimination. Appliqué & une
formule du type AP, il la transforme en la formule 2, éliminant
ainsi la partie 8 de la formule. On a en effet;

KQI% = (lxlxg.xl)ﬂl%=21.

Dans ce qui suit, nous utiliserons un syst¢éme de combinateurs con-
tenant, outre B, C, W et I, le combinateur K. Il serait possible ce-
pendant d’utiliser uniquement les combinateurs K et S, car le sys-
téme formé par ces deux combinateurs est un systéme complet. Les
combinateurs B, C, W et I peuvent en effet étre exprimés en fonc-
tion de K et de S.
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SKK
S(KS)K
SS(KI)
SBBS) (KK) .

g™
i

3.- LE zERO, LA DYADE ET LES SELECTEURS

Avant d’aborder la représentation des fonctions récursives en ter-
mes de calcul-A-K, il importe de donner les définitions de quelques
formules du calcul-A-K qui seront utilisées dans cette représentation.
Ces formules peuvent étre traduites en termes purement combinatoi-
res.

31.- Le zéro

Il existe une formule-\-K qui correspond au zéro. Elle intervient
dans la formulation de l'arithmétique récursive en termes de cal-
cul-A-K.

ZU = A Xy Xg. Xg .

En termes combinatoires:

Z, = KI.
On a en effet;
KI = (Ax;x.%) (Ayy)
= A Xg. (l y-y)
= Axpy.y
= 3 X1 X3 X9 = 20 .

Z, peut donc étre considéré comme un combinateur. (Notons ici que
le calcul-A ne contient pas de formule correspondant au zéro.)

32.- La dyade

Cette formule joue, dans le calcul-A-K, un réle analogue i celui
que joue la triade dans le calcul-A. Elle sert & construire des paires
ordonnées, dont on pourra sélectionner soit le premier, soit le se-
cond élément.

D = Ax;x x5 x3% %5 .
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Définition combinatoire:
D = BC(CI.

Justification de cette définition.- Pour obtenir la formule qui définit
D, il faut partir de trois variables, intervertir la seconde et la troi-
siéme, puis intervertir la premiére et la seconde. L'opérateur C réa-
lise I'inversion de la seconde et de la troisiéme variable, I'opérateur
(CI) réalise I'inversion de la premiére et de la seconde variable. En-
fin, pour combiner l'action de ces deux opérateurs, on a besoin de
I'opérateur B.

CI = (A xy % x5 %1 X3 %3) (A Y. y)
= Axe X (Ay.y) X3 X;
= lxgxs. XgXo = lxl Xae X3 X1
BC(CD (A 2y x5 230 % (% %3)) C(CI) = Ay C((CI) xy)

A xge (A Y1 Y2 Yo Y1 Y3 ¥a) (A 21 220 35 21) X3)
A xg (A ¥2 Y3 (A 29 23 X3) Y3 ¥3)

A x3. (A Y2 ¥ao ¥ X3 ¥s)

A x3¥s V3. Vs X3 ¥s

Ax X Xge X3, % = D.

[ T T [

33.- Les sélecteurs

Les sélecteurs sont des opérateurs qui sélectionnent (ou ne retien-
nent que) la premiére ou la deuxiéme composante d'une dyade.

331.- Le sélecteur D.

D = Ax(Ay.yK)x .
Action de D;:

D,DAB) = A.
En effet:

D, (D AVB) (Ax.(Ay.y K) x) (DUB)
(Ay.y K) (D AB)
DABK
BC(CDABK
C(CIABK
CIAKSB

IKAYB

KAV = A.

T O T 1 |
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Définition combinatoire:

D, = BI(CIK).

Justification de cette définition:

BI

CIK

BI(CIK)

| | e VO 1 I

(A xy x5 X 27 (X3 23)) (A Y. y)
A X3 x3. (A y. ) (% x3)

A x5 x5, %5 X3

A %Xy Xou Xy Xp

(A x1 x5 23, X1 x5 %) (A 2.3) K
A xg. ((A 2. 3) x3 K)

A3 K = Ay.yK.

(A x; x5, 1 %) (L y. y K)

Axg. (Ly.yK) xg
Ax.Ay.yK) x .

332.- Le sélecteur Dy
D, = Ax.Ay.y(KD)x .

Action de Dy:
D; (D AB)
En effet:
D; (D AYB)

B .

(Ax. (Ay.y (KI) x) (D ADB)
(Ay.y (KI)) (D 2 B)
DAB (KI)
BC(ICDAB(KI)
CICIABEKD
CIAKDSB

I(KDAB

KIAB

I8 = 9.

o

Définition combinatoire:
D, = BI(CI(KID) .

Justification de cette définition:

CI
CI(KI)
BI(CI(KI)

A Xy X0 x5 2,

Ay.y (KT)

(A %1 %30 21 %) (L y. ¥ (K T))
Ax.(Ay.y (KI) x .
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4.- REPRESENTATION DE LA RECURSION PRIMITIVE DANS LE CALCUL-A-K

Nous allons montrer que toute fonction récursive primitive d’en-
tiers est A-K-définissable. Il suffit pour cela de montrer comment
les différentes étapes de la définition de la récursivité primitive
peuvent étre représentées dans le calcul-A-K.

41.- Les fonctions de base

411.- La fonction successeur

La définition de la fonction successeur est la méme dans le calcul-
A-K que dans le calcul-A.

Sc = k% X3 % (% X3 %)

Dans le calcul-A, on représente I'entier # (n = 1) par la formule
Z,. définie comme suit:

Z” = lxl X9e X1 X1 nee X1 Xp

(étant entendu que dans cette formule la variable x; figure en # men-
tions successives), L’effet de l'opérateur Sc¢ est de transformer Z, en
zn+1 :

SCZn = Zyt -

Ceci s’applique en particulier au cas ou S est appliqué a Z, (for-
mule qui n’existe pas dans le calcul-}).

ScZy = (hxyxp x5 %5 (%5 X3 X3)) (A Y1 Yor ¥2)
= hXp x5 X5 (A Y1 Yo ¥2) Xo Xy
= A X{ X X1 Xo = ZI .

Définition combinatoire:
Sc = M;(BP)(BW)C (BB))I .

Justification de cette définition.- On peut construire la formule dé-
finissant S et partant d'une suite de quatre variables, en redoublant
la troisiéme, en intervertissant la seconde et la troisidme dans le
résultat obtenu, en groupant ensuite les trois derniéres et en appli-
quant enfin le résultat a I. (B*I) donne quatre variables dans l'or-
dre naturel des indices; (B W) redouble la troisiéme variable; C in-
tervertit la seconde et la troisitme et (B B?) opére le groupement
voulu. Pour faire agir ces trois opérateurs successivement, on doit
utiliser M. Enfin en appliquant le résultat obtenu 4 I, on a Sg.

38



B*I = k2 X X5 X4, Xy X X3 X,

B (Ba I) (BW) A X1 Xg Xg X4. X1 Xg X3 X3 X,
B (B (B3 I) (B W)) C lxl Xg X3 X4e X1 X3 Xp X3 Xy
B(B(B(B'I)(BW) C) (BB M; (B*I) (B W) C (B B
A Xy X X3 %40 X1 X3 (X X3 X,)
A X1 X5 X3, Xa (%) X X3) .

Il

(M (B°L) (BW) C (BB*) I

On peut obtenir une définition beaucoup plus simple en se ser-
vant du combinateur S (') et en posant:

Sc = SB.
412.- La fonction constante

Cette fonction peut étre représentée par un opérateur qui, appli-
qué a une formule Z; quelconque, donne toujours la formule Z,.
Cet opérateur se définit comme suit:

Ct. = Axl X9 Xge X3 .
Effet de 'opérateur C;:

C Z, (A xy %5 %3, x5) Z;

= RXpXg Xy = AXXedy = Zp.
Définition combinatoire:

C, = KZ,.
Justification de cette définition:

KZg Zi = Zg) §

413.- Fonctions de sélection

Ces fonctions peuvent étre représentées par des opérateurs qui sé-
lectionnent une variable dans une suite de » variables. Ces opéra-
teurs sont du type:

Si, = Axjx...x.%; .
Effet de I'opérateur S;, appliqué i une suite de # formules:
S U W ... A, = ;.

(*) V. Curry & FEvs, p.174.
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Définition combinatoire:

S;, = M,_;(B"'I)(B"2K)... B—'K) (B3K)... BK)KZ,.

Justification de cette définition.- S;, doit agir sur une suite de »# va-
riables et supprimer la 1ére, la 2éme, ..., la (i — 1)éme, la (i + 1)éme,

. et la néme. Il faut donc partir de (B*—11I), puis faire agir successi-
vement, grice a 'opérateur M,,_;, (# — 1) opérateurs de suppression.
Pour supprimer une variable dont l'indice est plus grand que 2, il
faut utiliser un opérateur de type (B" K), qui recule I'action de K
de » rangs. Pour supprimer la seconde variable, il faut utiliser K,
et pour supprimer la premiére il faut utiliser Z,.

On peut obtenir une définition plus simple de §;, en utilisant les
puissances de K (*).

S, = Ki1Kri
Justification de cette définition:
K2 = BKK = A XXpXg.X
I{3 = B I{2 K = A X1 Xg Xg Xqe X1
K" = BKR_IK = }\x1 X3 e Xy 10Xy
Ki—! = dox;xy..x.%
Kﬂ_i = lxixg...xn_,-+1.x1
Ki—1K"" = (Ay1ys-Yey) A21% ... 24,1 2)

= A¥z.. Vi (A2 85... 3y _j,143)
= MYz ViB1%2 e Byoii1e By
1x1 e K 1 X Xpe X

o lxi Xg oo Xpe X = Sfﬂ .

42.- Les opérations
421.- Application d’'une fonction a une suile de n arguments

Si §, Ty o, ..., T, sont les formules-A-K qui correspondent respec-
tivement a la fonction ¢ et aux termes ty, Ts, ..., T,, alors Ax; %5 ...
Xy 1o % X3 ... X,,q est la formule-\-K qui correspond a l'application
de la fonction ¢ a la suite des # termes 1y, Ta, ..., Tpe

On a en effet:

(Axlxg...x,,,,_i.xlxg... x“+1)31132...1” = 3211’2...3,‘ .

(¥ V. Curry & FEvs, p.182.
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Si ¥ 3T ..., T, sont des combinateurs correspondant respective-
ment & la fonction ¢ et aux termes 1, 1y, ..., T, l'application de la

fonction ¢ & ces termes est représentée sous forme combinatoire par
le combinateur I, 3 ... 3,.

422. Opération de substitution

L'opération de substitution peut étre représentée par un opérateur
S, Si A B, Bs, ... B, ¥, %, ... ¥, sont les formules-A-K qui cor-
respondent respectivement aux fonctions y, y, Yo, ..., ), €t aux ar-
guments X, Xo, ..., X,, l’'opérateur S; permet d'obtenir une formule qui
correspond a la fonction ¢, définie au moyen des fonctions y, Y, s,

..., Y, Par le schéma de substitution. Cet opérateur est défini com-
me suit:

S, = AXY1Ye Y318 ... 8 X (Y1313 ... 2) (Y231 23 ... By)
v (Y B1 82 .. 3) -«

Mode d’action de cet opérateur:
S, 21%1 %9 %m 0 %...% =9 (%1 %1 %2 %n) (%m E; Ig I”) .
Cette formule correspond bien a la fonction q.

On peut définir cet opérateur de facon combinatoire en utilisant le
combinateur ®,” de Curry ().
Partons de l'opérateur ®, défini comme suit:

® = Axy y:2.%(y;12) (¥22) .

Définition combinatoire:

® = B(BS)B.

Justification:
BS (ou S différé d'un rang) = kx; X %3 X4 X X5 X4 (X3 %y)
BBS)B = (Ayiy2¥3¥1 (¥Y2¥3) (A2 xp X3 x40 %y %3 X4 (x3%,)) B

A y3e (Axy o0 X3 X40 Xy X3 X4 (%3 %)) (B ys)
A yg. A x5 x3 %4 B yg X5 24 (3 %))

A Y X X5 X40 Y3 (X2 X4) (X3 Xy)
Axy;9338.% (y1 3) (¥ 2)

Nous définissons le combinateur S, de fagon inductive, comme suit:

(**) V. Curry & FEvs, p.171.
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Sl = S

Ss = B(BS)S

S3 = B(BSy)S
S,,= BBS,.,)S.

(Expressions en termes de formules-i:

S, = 8§ = Axyz.x3(y32)

B S, = AxXY1Y:%.%Y;2(y33)

S; = BBS)S = Axy1%:2.x(y:12) (¥22)

BS; = AXY1Y2 Y32 XY 2 (Y2 2) (¥32)

S; = B(BSy)S

Axy ¥ ¥32. %2 (Y1 2) (¥22) (¥32)

AXY1Ys .o Yn B X Y12 (Y2 3) ... (¥n2)
Axyi¥2 . Vn2x2(y12) (¥22) ... (9, 3) )

-]

W

E]

1
i

S, = B@BS,.y)S

Nous définissons ensuite le combinateur @, de fagon inductive, com-
me suit:

@1 = B
®» = ® = B(BS)B
®; = B(BSyB
¢, = B(BS,.)B = BS,K.
(Expressions en termes de formules-i:
®;, = Axyz.x(y2)
D = Axy1¥22.%(y12) (¥22)
®; = Axy;¥e¥32.%(¥12) (¥22) (¥32)
Q, = AXY1Y2...Yn% X (¥13) (¥22) ... (¥,2) .)
Passons maintenant aux puissances de @,:
¢ = BO®,d,
= (l X X9 Xg. Xy (xg xg)) (P,, (Dﬂ-
= Axg @y, (D, x3)

Axge Axy;¥e oo Vn 2% (¥12) (¥228) ... (¥53))
AY1Ys.. Va8 2351 2) (V2 5) ... (¥, 7))
Ax3 Y1 Y2 V2 MY 12 .. ¥n % 3 (¥1 2)
2 2) ... (2 2)) 413) (¥22) ... (¥, )
AX Y1 Y. . ¥u 88 % (¥122) (¥222)) ... (¥,8%)
AXYi¥a ... Vo 21 22 X (Y131 32) (V221 22) ... (Y 21 20)
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) = BOz0,
= AX Y12 V%1 2223 X (Y1 21 22 23) (Vo 31 22 23) ...
wer (Y 21 23 29)

D, = AXY1Y2 . YnB1 B By X (V) B1 Ba .. By) (Y2 3y B2 .00 By)
cee V31 B9 ... By) .

On voit que S, peut étre défini comme suit:
Sb = q)m”

(En effet: ®," = Axy1¥s... ¥ %1 B2 .. Bpe X (Y1 31 B3 ... 2y)
(V2 B Bpove Be) oo (Y By B onn By) )

423.- Opérateur de récursion primitive (de Bernays)

423.1.- Expression directe

On peut définir, dans le calcul-A-K, un opérateur, Rq, qui permet
de donner une représentation, au moyen d'une formule-\-K, de toute
fonction définie par un schéma de récursion primitive (*).

Définition de R:

Re = Axixy¥:... 92D [2[A6.D (S (D 1)
(22 (D1 8) (D) ¥1¥2 ... ¥)] (D Zy (1 Y1 Y2 .- ¥))] -

Soit ¢ une fonction définie au moyen des fonctions 1 et y grice au
schéma de récursion primitive. Soient ¥, &, %1, %, ..., X,. les formu-
les-A-K qui correspondent respectivement aux fonctions 1 et y et aux
arguments ¥;, Xy, ..., X,.

L’opérateur R, appliqué aux formules §, &, %1, %s, ..., ¥,, donne une
formule qui correspond a la fonction g.

Vérifions ce fait en examinant le mode d’action de Rg.

423.2.- Mode d’action de Rg
Soit ReF G X %..%, = 9.
On a donc:
H = raDy[3[At.D(Sc (D1 1) (B(Dyt) DaHE Xy ... X1
DZ,(FX % .- X)) -

(1) La définition donnée ici est celle de Bernays. Elle utilise la fonction
successeur. On peut aussi définir un opérateur de récursion en se servant
de la fonction prédécesseur. V. en 52 ci-aprés.
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Nous allons étudier I'action de $) par induction.

Dy [At.—] (D Zo(FE %X ... X))

D; [D [Sc (D (DZy (F % %X ... BN

[BMD; DZ (FX % ... X))

DD Zy (F X % ... X)) X1 Xo ... K,
D;[D(ScZ) (BZy (FX Xe... %) X X5 ... X))
GZy(HZ) % % ... %, .

Si on examine I'avant-derniére formule ci-dessus et si on se rappelle
que HZ, = F% %...%,.
on apergoit que:
Z, [;1. t. —1 (D Z() (5 xl %2 vee xn)) = D (SG zl])
SGZy(HZ) X % ... X,) .

HZy, = DylZy[M.—] (DZy(FX: % ... X))
= Dy(DZy(FE%...5))
= F%8%...%, .

HZ = DlZi[At.—]1(DZy(FX % ... X))

Supposons que:

1) H(ScZ) = GZ,(HZ,) X1 %...%,, et que
2) ScZ)Mt—]DZ(F% %K. %) =
D(ScZ,) (BZ, (HZNX %5 Xp) -

On a alors, en passant & S¢ (S¢ Z,) :

9 (Sc (Sc Z,)) D; [Sc (ScZy) [Mt.—] (D Zy (F X Xz ... X))

D; [[At.—] [(Sc Z,) [Mt.—] (D Zo (F %1 Xz ... X))
D;[[A2.—] [D(ScZ,) (BZ,(HZ,) % % ... X)]]

D; [D[Sc (D1 (D (ScZ,) (BZ, (HZ,) % X ... X))
[ (D; (D(ScZ,) BZ,(HZ,) %1% ... X))

(D2 (D (SC zu) (@ zn ('5 zn) xl %2 %n))) xl %2 i»]]
D; [D [S¢ (Sc Z,)] S (S¢ Z,) (B Z,
HZ)%%...%) £X.. %l

= BG(6ScZ,) (HScZ) X %... %, .

On voit que:

Sc(ScZ)At.—IMDZ,(FX X... %)) =
D (Sc (Sc Z,) (B (ScZ,) (H(ScZ)) %1 % ... Xy) -

On a donc, pour # quelconque:

-5(50 zn) = @ Z" (3 Z,,) ‘xl %2...%,, o
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423.3.- Expression décomposée

On peut présenter d’'une autre maniére ’expression de la récursion
primitive dans le calcul-A-K, en utilisant une formulation qui pro-
céde par étapes (*).

423.31.- Enoncé

Définissons comme suit les opérateurs R;, Ry, Ry et R :

Ri = Axyz.D(Scy) (xy2)
R: = Axy.Rix(Dyy) (D2y)
Ry = Axyz3(Ryx) (DZyy)
R = lxyz.D;(Rgxy3z) .

Soit ¢ une fonction définie au moyen des fonctions v et y grace
au schéma de récursion primitive. Soient §, @, %, %, ..., %,, les for-
mules-}-K qui correspondent respectivement aux fonctions 1 et x et
aux arguments X, Xo, ..., X,.

La fonction ¢ est représentée dans le calcul-A-K par la formule ),
définie comme suit:

H = hxx%..%,2RG* Fzxx..x,

o @ = Aysx % . %0y @x%...%,) %, % ... %, .

423.32.- Démonstration

Pour démontrer cet énoncé, nous allons d’abord étudier le mode
d’action de l'opérateur R. Nous montrerons ensuite quel est le mode
d’action de la formule .

423.321.- Mode d’action de R
Montrons que;

RABZ, = B

RAB (ScZ,) = AZ, (RAUBZ, .
Posons:

Rl — R1 QI

Rg — Rg QI

2 = RUAB
et SR = D Z[; %

(*%) L'exposé qui suit est basé sur des indications de M. Curry, données
a4 un séminaire de logique mathématique qui a eu lieu & Louvain au cours
de I'année 1950-1951.
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Par définition:

R = Ayz.D(Scy) Ayz)
K = A1y.8 (D;y) (D:¥)
2 = Lz.zRM

RAB = Az.D;(22).

Voyons comment agit £ .

217, Z, KM
M = DZ,B
ScZ, KM
R (Z, Ko M)
K RZ) (puisque £Z, = Z, K M)
R (D1 (RZ,)) (D; (RZ,))
KD (RZ,)) RABZ,
(puisque RABZ, = D, (L Z,))
D (Sc (D, (£Z,))) (A, (LZ,) RABZ,)) .

/& (SC Zn)

| (T I T

i

Montrons maintenant par induction que

D,(’Z) = Z,.
On a: Dy (2. Z{}) = D;(D Z, %) = Z.
Supposons que D, (RZ,) = Z,.

Alors D; (2(ScZ,) = D;D(Sc(D;(R2Z,))
(AMD; (RZ,)) RABZ,)
Sc (D1 (R Z,))

ScZ, .

nn

Ainsi la propriété est établie pour n quelconque. Nous avons donc
bien:

RABZ, D, (2 Z)
D; (D Z;B)
B
et RAB (ScZ,) D, (2 (Sc Z,))

D; (D (S (D (2 Z,)))(A (D (£ Z,)) RAB Z,)))
AD (RZ,) RABZ,)
AZ,RABZ,) .

1 | | I 1 B
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423.322.- Mode d’action de §)

%L ... B Zo RO FZo% % ... %,
5}%1%2---%:1

(puisque RG*FZ, = F)
RO"FScZ)%%.. %,
S'Z, RS FZ)X % ... %,
GZ, RO FZ, % %... %)% % ... %,
@Zn (5%1 IE--‘Inzn) %l Eﬂ"'xﬂ .

i

HE X ... X, (Sc Zy)

nunun

423.33.- Expression de R en termes de combinateurs

423331.- R,
ol R

R,*D Sc
M; (B*W) (BC) (B*B) B .

Justification de cette définition.

On doit avoir: R*; = A xy % %3 x4 X5 21 (X2 Xy) (%5 X4 X5) -

On doit donc partir de l'opérateur (B* W), qui redouble la 4éme va-
riable, puis intervertir la 3éme et la 4éme variable (par (B C)), puis
grouper les trois derniéres variables (par (B*B?)), et enfin grouper
la 2éme et la 3éme variable (par B). Pour appliquer successivement
ces quatre opérations, on doit se servir du combinateur M;.

423332- R; = R%R,D,D,
o R*; = M, (B*W)Cy (BC) (B*B) (BB) .

Justification de cette définition.
On doit avoir: R.e = X1 Xo X3 Xgq X5 X1 X4 (xg x5) (xs x5) .

On doit donc partir de I'opérateur (B* W), qui redouble la 5éme va-
riable, puis faire passer la 4éme variable & la deuxiéme place (par
C;4), puis intervertir la 4éme et la 5éme variable (par (B®C)), puis
grouper les deux derniéres (par (B®B)), et enfin grouper la 3éme et
la 4éme (par (B B)). Pour appliquer successivement ces cinq opéra-
tions, on doit se servir de l'opérateur M,.

423333- Ry = R%R;D,Z,
ou R'g = (Ms C27 C46 (Bs Bg) (B B)) I.
Justification de cette définition.

On doit avoir: R*; = & x; xg Xy x4 X5 4. g (% x4) (X3 X3 X5) .
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On doit donc partir de I'opérateur Cy;, qui fait passer la 7éme varia-
ble au 2éme rang, puis faire passer la 6éme variable au 4éme rang
(par Cg), puis grouper les trois dernieéres (par (B®B%), et enfin
grouper la 3éme et la 4éme (par (B B)).

Pour appliquer successivement ces quatre opérations, on doit se ser-
vir du combinateur Mj. Enfin, en appliquant le combinateur ainsi
obtenu & I, on obtient le résultat voulu.

423334- R = B'DyR;.

Justification de cette définition.

On doit avoir: R = [Ax; % X3 %4 X5 %y (%o X3 ¥4 ¥5)] Do Ry
L’expression combinatoire compléte de R est donc:
R = B’D; [R*3[R*; [R*y DS]D;D;] DZ] ,

ou R*;, R*; et R*; sont définis comme il a été indiqué.

43.- Conclusion

Toute fonction d’entiers ¢ qui peut étre obtenue a partir des fone-
tions de base o, x et g, au moyen des opérations décrites en 112,
peut étre représentée au moyen d'une formule-A-K qui s’obtient a
partir des formules S¢, C,; et S;, au moyen des opérateurs de substi-
tution et de récursion primitive. Cette fonction est donc A-K-définis-
sable. Comme l'expression qui la représente prend pour arguments
et a pour valeurs des formules de type Z, , la définition en termes de
formules-A-K est équivalente 4 la définition en termes de formules-}
et la fonction ¢ est également A-définissable. Il suit de ce qui précéde
qu'elle peut également étre représentée au moyen de combinateurs
dans le systéme B-C-W-I-K.

5.- NOTES COMPLEMENTAIRES

51.- Expression de la récursion primiltive au moyen de I'opérateur
dyade de Curry

51.1.- L’opérateur dyade de Curry

Curry donne de l'opérateur dyade une expression différente de cel-
le de Bernays (laquelle figure au 32 ci-dessus) (*°).

(1% V. Curry & FEvs, p.174.
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D = Axyz.z2(Ky)x.
(Expression combinatoire:
D = (M:Cy(B°C)(BB))IK .)

Pour opérer la sélection du premier ou du second élément d’une
paire ordonnée, il suffit d’'utiliser Zq ou Z,, (# = 0).

D.AB Z, Z,(KDB) A
(Axy.y) (KDB) A
A

DcAB (Sc Z,)
ScZ, (KB)A
K38 (Z, (K32
B .

DC AB Zru-l

[ 1 1 | B

Pour >0, on a donc: DcABVB Z, = B.

51.2- Opérateur de récursion primitive utilisant D¢

Rop = Ax1%:¥1¥...¥,2 [3[A 8. D¢ (Sc (£ Z))
(%2(tZo) FZ) y1¥2 - ¥u)] (De Zo (X1 ¥1 Y2 oo Y] Zy -

Le mode d’action de Rgy est le méme que celui de Rg.
51.3.- Expression décomposée

Nous pouvons, comme en 423.3, introduire une expression décom-
posée, au moyen des opérateurs suivants:

Ry = Axyz.Do(Scy) (xy3z)
Rp: = Axy.Rmx(yZy) (yZy)
Rpgs = Axyz.3Rpx) (DcZyy)
R = AxyzRmgpxyzZ;

51.4.- Mode d’action de Ry

Posons: ®; = Ry A
Rg = Rﬂg AN
,Q = Rﬂg QI %
et 9]1 = Dc ZO %
Par définition:
K = ryzDc(Scy) Uy2)
K = Ay.RuUGZ)(yZ)

Ay. R (yZy) (v Zy)
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2 123 (Rge A) (D Zy B)

= Az.z28M
RyUAB = L1z 827Z, .
Voyons comment agit 2.
12Z Z, ;M
?JR = DC ZU %
R(ScZ,) S¢Z, M
Re(Z, K2 M)

f(LZ,) (parce que £Z, = Z, K M)
R(RZ,Zy) (RZ,Zy)

ﬁl (2, Zn ZO) (RH QI % Zn)

Dg[Sc(RZ,Zy)] [URZ,Z) ReABZ,] .

Montrons par induction que:

| [

27,2, = Z,
Ona:QZDZO = SRZO = DCZo%Zo = Zy.
Supposons que LZ,Z, = Z,
Alors: R(S¢Z,)Zy = DclSc(RZ,Zy)] [A(RZ,Z)
RgABZ)]Z,
= S¢(RZ,Z)
= SC Zn .

Nous avons alors:

RpABZ,
Ry AB (Sp Z,)

EZDZI - DcZg%zl = B

L(ScZ,) Z,

D¢ [Sc (2, Zy)] [A (R Z,Zy) ReAB Z,)] Z,
QI (E zn Zo) (RH Q»I % Zn)

AZ,RgABZ,) .

[

51.5.- Expression de Ry en termes de combinateurs

Rpg = R'mDcSc
od R'y, = M (B*W) (BC)(B*B)B
Rpy = R'mRmZiZ
ou R'p; = M;(B*W) Cy Cy; (B*C) (B*B) (BB)
Rz = R'mRpDoZ
ol R*Hg = (Mg ng C43 (Bs Bz) (B B)) I
Rk = R'mRmZ
ol R*H = (C25)s .
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L’expression combinatoire compléte de Ry est donc:
Rp = (Cy)’[R*ms[R*ms [R*my D¢ Scl Zo Zy] Do Zo] Z,

ou R*g;. R'ps et R*my sont définis comme il a été indiqué.

52.- Expression de la récursion primitive au moyen de l'opérateur
prédécesseur

52.1.- L'opérateur prédécesseur

On peut définir comme suit dans le calcul-A-K un opérateur qui
correspond a la fonction prédécesseur (*7):

P = Ax.Dy[x(A2.D(S:(D;2) (D;2) (DZyZy)] -
Effet de I'opérateur P :

P Z|] = ZO
P(ScZ,) = Z,.

Expression combinatoire:

P = P'D;:HDZ,
ou P* = M,(B'I (B*W)Cy (B*B*) B* ,
et H = H'DS;D,
avee H* = M;(B*W)(BW) (B*C) (B*B) (BB)B .

52.2.- Opérateur de récursion primitive utilisant P.

52.21.- Version de Kleene-Curry
52.211.- Définition

L'opérateur R de 423.31 est remplacé ici par I'opérateur Rg, défi-
ni comme suit:

Rk = AxyzRgexyz(P2)
ot Rgs = Axyzz(Rg %) (Ky)
et Ryy, = Axyz.xz(y(Px)) .

(*) On ne confondra pas cet opérateur P, prédécesseur (lequel est un
combinateur), avec I'ob de l'implication P de la logique combinatoire il-
lative (ce dernier n’est pas un combinateur).
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52.212. Mode d’action de Rg.

KEZ) (car RZ, = Z, 8M)
Az Az (RZ, (P2) .

Posons: & = Rg A
2 = R AB
et M = K®
Par définition:
R = AyzAsz(y (P2)
E = 122 (RKI ﬂl) m
= Az.z8M
Rk AB = Az.RgeABz (P2)
= Az l2z3(P2)
Voyons comment agit 2.
2 Zo = Z EM=M=K3
R (ScZ,) = (SgZ, M
= KREZ, /M

Nous avons donc:

RKQI%Z() = EZQ(PZO)
= K3 Z, = 3
R AB (ScZ.) = L£(SoZ,) (P(ScZy)
= & (SC Zn) Z,
= AZ,(2Z,((PZ,))
= AZ, R ABZ,) .
52.213.- Expression combinatoire
Rgy = R'gs P
ot Ry = (M;(BW)CCyCy (B*B) (B2B)) I
RKg = R*Kg RK1 K
ot R'gy = (M;3Cy(B*C)(B*B) (BB)I
RK = R*K R]{g P
on Ry, = M;(B°W)C(BC) (B*C) (B*B) .

L’expression combinatoire compléte de Ry est donc:

R Rk [R'gz [R*'k; P K] P ,
ou R'g, R'g; et R*g, sont définis comme il a été indiqué.

52.22.- Version de Rosenbloom
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52.221. Définition

L’opérateur R de
comme suit (*°):

Rp
olt Rp;
et RRg

{1

423.31 est remplacé ici par 'opérateur Ry, défini

Axy. Ry (Rpgxy)
ALx. W (Bx) (W (Bx))
Axy2t. Do (Ky) (x(P#)t(z(P1)

52.222.- Mode d’action de Ry

Posons

K
L
m

i

Ree AB = Lzt.D(KB) (AP 2(z(P2)
W(BSR)
2R

On a par définition:

£

[ 1

Ry UB

I 1 O T

Nous avons alors:

Ry AB Z,

Rp AB (Sc Z,)

Axy.xyy) (BR)

Ay.(BR)yy

Ay, (A2 xp x5, 21 (% %3)) RY Y
Av.R(vy)

Ayt Do (KB) (A PY)t(yy (P)
Axy. Do (KB) (APy)y(xx(Py)
1y.De (KB) (A Py)y (LL(Py)
Ay.Dc (KB) (A Py)y (M (Py))

KM

Rg; (Rpe A B)

Ry 8 = W(BK) (W(B R)
e =M.

MZy, = Dc(KB) (A (P Zy)) Zo (M (P Zy))
Do (K B) (A Zy) Z, (M Z)

KB8MZ) = B.

M (Sc Z,)

D¢ (KB) (A (P (Sc Z,))) (Sc Z,) (M (P (S¢ Z,)))
DC (K %) (QI zn) zn (m zﬂ)

AZ,) (MZ,)

ﬂzn(RRﬂ%zn) 4

| T |

[l

(*®) V. RosenBLoOM, p.130.
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52.223.- Expression combinatoire

RR1 = R*Rl WB
ot R'gy = (M;(B*W)(BW)W Cy Cy;(B*B) (B*B) (BB)) I
Ry = R'geDKP
oi R'gs = My (B°W?) (BW) Cy Cy CsCry
(B° C) (B" B) (B°B) (B* B) (B*B)B
Ry = R'zRpiRp
ou R’R = B2

L'expression combinatoire compléte de Ry est donc:

Ry = B*[R*j WB] [R*'32 DK P] ,

ol R*p et R*p, sont définis comme il a été indiqué.
R1 R2

Louvain Jean LADRIERE
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