OBSERVATIONS AU SUJET DU RAISONNEMENT
INDIRECT

E. W. BETH

Selon une opinion fort répandue, le raisonnement indirect est in-
férieur au raisonnement direct, sauf les cas ou il s’agit d’établir une
conclusion négative. Par conséquent on préfére assez souvent, méme
dans les cas ol un raisonnement indirect parait se présenter d’une
maniére naturelle, qu’'il soit converti aprés coup en un raisonne-
ment direct (*).

Dans la présente étude je me propose d’analyser les circonstances
qui expliquent pourquoi, méme pour une conclusion affirmative, il
arrive souvent qu'un raisonnement indirect s'impose et que sa con-
version en un raisonnement direct s’avére extrémement pénible. Je
souligne que je ne m'occuperai ici que du raisonnement classique.

La méthode de cette étude sera la suivante. J’ai montré ailleurs (%)
qu'un point de départ approprié pour une logique théorique consiste
a construire des tableaux sémantigques qui, s’ils peuvent se cléturer,
peuvent étre transformés en des déductions formelles appartenant a
un certain systéme de déduction naturelle F semblable au systéme
NK de Gentzen. Nous verrons toutefois que, dans certains cas, cette
transformation donne lieu a des complications assez surprenantes
qu'on ne peut éviter que moyennant d’admettre que la déduction

() Des objections ou des réserves a l'égard du raisonnement indirect (ou
raisonnement par I'absurde) sont exprimées par: A.ScHOPENHAUER, Die Welt
als Wille und Vorstellung, 1. Buch, § 15; E. GosLor, Traité de logique, Paris,
1918 [p.277]; R.L. GoopsTEIN, Proof by reductio ad absurdum, in Math. Ga-
zette, 32 (1948), pp.198-204; G.BouLiGAND et ]. DEsGrRANGEs, Le déclin des
absolus mathématico-logiques, Paris, 1949 [p.229]; E.LerEsvE, Structure et
objet de l'analyse mathématique, Paris, 1958 [pp.116-17]. Cette forme du
raisonnement est défendue par: G. W.LeiBniz, Nouveaux essais sur l'enten-
dement humain, 1V, viij, §2; Chr. Sicwart, Logik, 5°éd., vol.II, Tiibingen,
1924 [pp. 295-98]; O.HoLpER, Die mathematische Methode, Berlin, 1924 [pp.
266-69]; G.PoLya, How to Solve It, 2° éd., New York, 1957 [pp. 162-71]. Sur la
transformation systématique du raisonnement indirect en raisonnement di-
rect, voir: L. LSweENHEM, On Making Indirect Proofs Direct, translated by
W. V. QuInE, in Scripta Math., 12 (1946) [pp.125-39]; cf. R. L. GooDsTEIN, l.c.;
G. PoLya, lec.

(*) E.W.BetH, Quelques remarques sur la sémantique, in Revue philos.
de Louvain, 54 (1956), pp.607-625.
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formelle peut avoir la forme d'un raisonnement indirect. Ce fut M.
Hugues Leblanc qui porta mon attention sur ce point lorsqu'il me
posa, a l'occasion d'une communication que j'eus I'honneur de pré-
senter en mai 1957 a Bryn Mawr devant le Fullerton Club, un pro-
bléme sur lequel je reviendrai tout a I'heure.

Les régles de construction pour les tableaux sémantiques seront
supposées connues. Nous ne partirons cependant pas de régles de
transformation fixées d’avance. En effet, dans le choix de ces régles
on a une certaine liberté, mais leur choix détermine en méme temps
la structure du systéme de déduction naturelle F qui résultera. On
peut donc se proposer de choisir les régles de transformation de ma-
niére a éviter l'intervention de raisonnements indirects. Nous ver-
rons précisément qu'une tentative dans cette direction sera vouée a
I'insuccés, & moins qu’on ne se résigne a accepter des régles de trans-
formation fort compliquées et artificielles.

Je ne donnerai pas un exposé systématique. Il me parait plus inté-
ressant de discuter un certain nombre d'exemples typiques.

(1) Notre premier exemple se rapporte au probléme de déduc-
tion noté:
(*)[A - B(x)] / A - (y)B(y),
et qui consiste & déduire, en partant de la prémisse (x)[A — B(x)],
la conclusion A — (y)B(y).
La construction du tableau sémantique produit le résultat suivant.

Vrai Faux
(1) *)[A - B(x)] (2) A - (B
3 A (4) (¥)B(y)
(6) A - B(a) (5) B(a)
(8) B(a) 7y A

Il est évident que la déduction formelle qui correspond & ce ta-
bleau sera:

(1) *)[A - B(x)] [prem]
3 A [+ hyp 1]
6) A - B(a) (1
(5)  B(a) (3). (6)
4 (B 5

2 A - (vB0) [— hyp 1]
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Il sera donc raisonnable de fixer les régles de transformation de
telle maniére que dans le cas présent leur application produise cet-
te déduction formelle.

(2) Comme deuxiéme exemple je prends le probléme de déduc-
tion;
0/ (Ex)[A(x) - (VAW

a2

qui consiste & déduire la conclusion (Ex)[A(x) — (y)A(y)] sans
faire appel & aucune prémisse. La construction du tableau séman-
tique ne présente aucun probléme:

Vrai Faux

(1) (Ex)[A(x) - ()AW]
2) Al@) - (A®Y)

(3) Aa) 4 AW)

(5) A(b)

(6) Ad) - (VAWY)
(M) A(d) ) (AW)

Si toutefois nous imitons la transformation effectuée dans le
cas précédent, nous obtenons une suite disparate de formules ol
personne ne verra une déduction formelle.

(3) De méme pour le probléme de déduction:
0/(A->C) - [(B- C)—{[(A-> B) - B] - C}],
qui donne lieu au tableau sémantique:

Vrai Faux
1) (A-0C - [.]
2) A C (3 B->0C) - {..}
4 B > C (5) [(A > B) > Bl »C
6) (A > B) » B 7) C
i 9 C ®) B |
| (11) B (10) A » B
(12) A (13) B
(15) C (14) A
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[11 convient de «traiter» d’abord la formule (4), ensuite la formule
(6), ensuite la formule (10) et seulement en dernier lieu la formu-
le (2).]

(4) Jai introduit ailleurs (*) des tableaux déductifs qui se distin-
guent des tableaux sémantiques par le fait qu'une nouvelle formule
Y insérée dans la colonne de droite d’un tableau déductif «supplan-
ter» les formules précédentes Z ... dans cette colonne, de sorte que
ce n'est que la derniére formule dans la colonne de droite d’un ta-
bleau déductif qui puisse éventuellement produire la cléture.

Vrai Faux Prémisses Conclusions
K L K L
A
2 Z
y :
2 : z Y

Un tableau déductif clos se préte, pour ainsi dire, par définition
a étre transformé immeédiatement en une déduction formelle dans un
systtme de déduction naturelle, ce qui n'est pas, en général, le cas
pour un tableau sémantique. D’autre part les tableaux déductifs,
sous leur forme authentique, ne répondent qu’a la logique intuitio-
niste; seuls les tableaux sémantiques sont entiérement adéquats a la
logique classique.

1l s’agira donc d’imaginer un artifice permettant de combiner les
avantages des deux sortes de tableaux. D’une part il faudra que doré-
navant le tableau sémantique reconnaisse qu'une formule intro-
duite dans la colonne de droite supplante celles qui la précédaient,
sans que toutefois la possibilité de cléturer les sous-tableaux soit af-
fectée; de l'autre, il faut que le tableau déductif s’adapte a la logi-
que classique sans abandonner son caractére propre.

Une premiére solution de ce probléme (*) consiste 4 neutraliser
les effets de la supplantation d’une formule Z par une formule Y
insérée plus tard, en adjoignant & l'antécédent la formule [(Z » Y)
— Z] — Z (loi de Peirce). Pour notre but présent cette solution n’est
pas la meilleure.

(®) E. W. BetH, Considérations heuristiques sur les méthodes de déduction
par séquences, in Logique et Analyse, 2 (1959), pp. 153-159.
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Il est préférable d’adjoindre a l'antécédent la formule [(Z - Z)
- Z] > Z, ou plus simplement (Z - Z) — Z.
Au point de vue sémantique, le méme résultat est obtenu en vertu
de la simple remarque que la fausseté de la formule Z est équiva-

lente a la vérité de sa négation Z.

Vrai Faux Prémisses Conclusions
K I K i
1Z] Z [(Z-2)-1Z)] Z
: z1 | 1Z-2]
Y 1zl (2]

z :

[Z] ¥
Z [Z]

Le résultat de cette discussion peut étre formulé de la maniére
suivante. Soit K / V un probléme de déduction qui donne lieu a
un tableau sémantique clos. Il peut arriver que quelquefois la clé-
ture d’'un sous-tableau ait été produite par une formule Z dans la
colonne de droite qui, d’aprés les régles pour les tableaux déductifs,
efit été supplantée par une formule Y insérée plus tard. Alors nous
insérons, dans la colonne de gauche conjugée, la formule Z; cela
se fait a I'instant méme de l'introduction de la formule Z dans la
colonne de droite; de plus, la formule Z est réintroduite dans la co-
lonne de droite & l'instant de la cléture.

Le tableau sémantique qui résulte sera également clos et, au point
de vue formel, il peut étre considéré comme un tableau déductif.
Aussi sa transformation en une déduction formelle ne présentera
plus aucune difficulté.

(5) Pour le probléme de déduction discuté sous (3), et qui cor-
respond & la question soulevée par M. Hugues Leblanc, nous obte-
nons maintenant le tableau sémantique suivant:
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Vrai Faux

2 A->C (1) (A - C - [...]
4 B o C @3 (B-0C - {.}
(6) (_A - B) - B (5) (A > B) - Bl > C
i € (7) C
9 C (8 B
(11) B (10) A - B
(12) A (13) B
(15) C (14) A 7" C
d’'ot la déduction formelle suivante:
2 A->cC [+ hyp 1]
4 B> C [+ hyp 2]
6) (A - B) - B [+ hyp 3]
(7) C [+ hyp 4]
(12) A [+ hyp 5]
(15) C (2), (12)
(13) B (7), (15)
(100 A - B [—hyp 5]
8 B (6), (10)
(7) C (4), (8) [—hyp 4]
(5 (A > B) » Bl » C [— hyp 3]
G B-0 - {.} [—hyp 2]
1) (A -0 - {.} [—hyp 1]

Cette déduction a, me semble-t-il, un caractére parfaitement naturel.

(6) De méme, le probléme de déduction discuté sous (2) donne
lieu au tableau sémantique suivant:

Vrai Faux
(1) Ex)[AEF) - AW (1) (Ex)[A(x) - ()A©W)]
(2) A(a) » (NA®Y)
(3) Afa) @ 0AY)
(5 A(®) (5) A(d)
1”) Ex)[ARF) > AM)]
(7 A) ©6) A®) - (A®Y)
8) MA(y)
(5”) A(b)
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qui se transforme immédiatement dans la déduction formelle sui-
vante:

(1) (Ex)[A(x) » (NA®D)] [+ hyp1]
(3) Ala) [+ hyp 2]
(5) A [+ hyp 3]
(7)  Ab) [+ hyp 4]
&  AW) (5", (7)
6) A - NA(Y) [—hyp 4]
1" Ex)ARF) - AG)] (6)
(5) A(d) (1), (1”) [—hyp 3]
4) AW ()
(2) Al@) - (ADY) [—hyp 2]
(1) (Ex[AF) - ¥)AWY)] [—hyp 1]

(7) Pour les énoncés O / [(A » B) » A] - A (loi de Peirce)
et O / (Ex)[(Ey)A(y) - A(x)] (loi de Platon), on obtient un résul-
tat tout a fait analogue. Dans les deux cas il s’agit de formules
qui, au point de vue intuitioniste, ne doivent pas étre considérées

comme universellement valables.

8) Arrivés au terme de notre exposé, nous comprenons coOm-
ment il faut expliquer les difficultés que peut soulever la transfor-
mation d’'un tableau sémantique clos en une déduction formelle;
nous pouvons constater également que pour vaincre ces difficul-
tés il convient d'avoir recours & un artifice que nous avons intro-
duit sous (4) et qui peut étre considéré comme un schéma de
construction supplémentaire. Il existe d’autres solutions, notamment
le recours a la loi de Peirce, qui ont 'avantage d’éviter l'interven-
tion de la négation; toutefois les déductions formelles qu’elles pro-
duisent n’ont guére un caractére naturel.

D’autre part, la déduction formelle qui résulte de la transfor-
mation d'un tableau sémantique clos ol intervient notre schéma
supplémentaire aura inévitablement (soit en partie, soit dans son
ensemble) le caractére d'un raisonnement indirect qui consiste a
déduire la conclusion' (intermédiaire ou finale) Z au moyen d’une
réduction a l'absurde de la supposition Z. Dans les cas que nous
venons d’étudier un tel raisonnement se présente d'une maniére
parfaitement naturelle, tandis qu'un raisonnement direct serait arti-
ficiel et compliqué.

Il semble donc que, pour la logique classique, il peut arriver que
le raisonnement indirect constitue la méthode la plus naturelle
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pour établir méme une conclusion affirmative, & 'encontre de 1’opi-
nion des différents auteurs cités au début de cette étude. Et notre
discussion permet d’entrevoir que, dans les cas étudiés, un certain
systéme de déduction naturelle F ne permettrait méme pas d'établir
la conclusion voulue au moyen d'un raisonnement direct.

Avant de terminer, je veux souligner que, si la transformation
d'un tableau sémantique clos en une déduction formelle ne souléve
pas les difficultés discutées, cela ne prouve pas que la déduction
formelle qui résulte de la transformation sera concluante au point
de vue intuitioniste.

14 mars 1960.
Instituut voor Grondslagenonderzoek E. W. Betn
en Philosophie der Exacte Weten-

schappen. Universiteit van Amster-
dam.
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