LA PREDICATIVITE DANS LES THEORIES ELEMENTAIRES

Marcel Craspf

La théorie des types est destinée & classer les objets de
I'univers en diverses catégories ou types. La répartition la
plus élémentaire, celle de la forme simplifiée de la théorie
simple des types, se limite & des types qui sont des nombres
naturels.

Le type o est constitué par les individus ,c’est-a-dire par les
entités qui ne sont pas considérées comme des ensembles. Les
objets de type 1 sont les ensembles d'individus, les objets de
type 2 sont les ensembles d'ensembles d'individus et, en géné-
ral, les objets de type k + 1 sont les ensembles d'objets de
type k.

Une telle disposition n'est pas cumulative: chaque objet
reléve d'un seul type. Du reste, elle n'admet pas d'éléments
hétérogénes comme le seraient des ensembles comptant parmi
leurs éléments & la fois des individus et des ensembles d'indi-
vidus.

Les ensembles ont la propriété remarquable d'étre entiére-
ment déterminés par leurs éléments, qui sont tous de méme
type. Mais, il n'est pas évident a priori que toute collection
d'objets d'un certain type détermine un ensemble. Pour que les
éléments d'une telle collection puissent se regrouper en un en-
semble, il faudrait qu'il y ait, entre ces éléments, une certaine
affinité que la dignité d'ensemble ne fera que consacrer. Un
tel lien peut étre donné par une propriété. En découle-t-il que
n'importe quelle propriété va fournir une connexion suffi-
sante ?

Considérons le cas d'une propriété définie par une formule
comportant une seule place vide. Si cette place est destinée a
recueillir des objets de type k, la collection des objets qui
vérifient cette formule (ou propriété) devra étre, si elle est un
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ensemble, de type k + 1. Cependant, la formule peut, par le
biais de quantificateurs, mettre en ceuvre des totalités d'ob-
jets de types supérieurs a k, notamment la totalité des objets
de type k + 1. L'ensemble serait ainsi défini par un «cercle
vicieux» (Poincaré) dans la mesure ou l'on se base sur des
totalités qui présupposent en derniére analyse 1'objet & définir.
Une telle définition est dite imprédicative.

La présence, dans la formule, de parameétres de types supé-
rieurs a k + 1 constitue également un risque d'imprédicativité.
En effet, un tel parameétre, quand bien méme il serait défini
prédicativement, pourrait 1'étre par le biais de totalités d'ob-
jets de types supérieurs a k.

En admettant qu'il y ait des définitions qui ne peuvent étre
remplacées par une définition prédicative, il faudrait, pour jus-
tifier une prise de parti en faveur de la prédicativité, supposer
que tout ensemble doit étre, en un certain sens, définissable.
En rejetant cette hypothése, on peut a la fois refuser les défi-
nitions imprédicatives, en tant qu'elles sont constitutives, et
les admettre, en tant qu'elles déterminent un ensemble dont
I'existence ne dépend pas de la qualité de la définition qu'on
en donne.

Dans cet article, nous étudierons des théories qui respectent
le principe de prédicativité. Aprés les avoir opposées aux
théories imprédicatives correspondantes, nous serons amenés
a en relacher légérement les exigences pour réduire 1'imprédi-
cativité a des formes apparemment plus faibles.

Nous nous sommes limités volontairement & des systémes
qui ne comportent pas d'axiomes entrainant l'existence d'en-
sembles infinis.

1. Le langage .L et ses fragments.

11, Symboles.
— Les types sont les entiers positifs: 0, 1, 2...;
— pour chaque type k, on introduit une infinité de
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variables, notées: x¥, y¥, zk ..;

— pour chaque type k, on introduit un symbole de
relation binaire: =;

— les symboles usuels de la logique des prédicats
avec égalité.

12. Formules.
Elles sont construites a partir des formules atomiques
de la forme: x* €, y**! et x* = y¥ en utilisant les
signes logiques.

13. Définitions.

— Une formule dans laquelle figurent au plus n types
consécutifs (n > 0) est dite n-typée.

— Une formule dont les variables libres sont d'un
type inférieur ou égal & k (k = 0) et les variables
liées d'un type inférieur a k est de type k.

— L, (n>0) est la partie de L n'utilisant que les n
premiers types (0, 1, ..., n—1). Toute formule de
L, est donc n-typée.

Les indices marquant le type seront omis s'ils ne sont pas
nécessaires a l'intelligence du texte.

2. Les théories TP et TT et leurs fragments.

Les axiomes et les régles de déduction de TP et de TT sont
en premier lieu ceux du calcul des prédicats, en n'autorisant
toutefois la substitution d'une variable & une autre que si
leurs types sont identiques.

Aux axiomes proprement logiques, il faut ajouter les axio-
mes d'extensionnalité, c'est-a-dire les formules de la forme:

V zk (zk = xk+1 <« 7K = Yk+1) - xkt+l = Yk+1;

ainsi que les axiomes de compréhension, c'est-a-dire les for-
mules de la forme:
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Jyktt Vxk (xk € y*H « ¢),

ou ¢ est une formule de type k + 1 dans le cas de TP, et une
formule quelconque dans le cas de TT, y**! ne pouvant jamais
étre libre dans ¢.

TP, (n > 0) est la théorie de langage .[, dont les axiomes
sont ceux de TP qui s'écrivent dans (.

TP™ (m > 0) est le fragment de TP constitué des axiomes
de compréhension m-typés de TP.

TT,, TT®, TP, ™ et TT," sont définis similairement.

3. Modéles.

Les structures pour [, sont celles de la forme:
._"/-Hn i <Mo, <°, e <n—2| Mn_.1>

oi My (k<<n) est un ensemble et ou << € Myx Mg,
k <n—1).

Une structure pour .L est de la forme:
M = <M0, <0, M1, <1, Mg, -

ot chaque H, = <M,, <,, ... <,_s M,_1=> est une structure
pour L,

Les notions de satisfaction et de modéle (pour les théories
envisagées) sont des généralisations évidentes des concepts
correspondants pour le premier ordre.

Soit M, un modéle de TP, et soit A un ensemble de sous-
ensembles de M, _;. Une relation <';_; € M,_; x A est définie
par:

b<,_ia ssibea.

My est la structure <M, <, ..., Mp_1, <'n_1, A>>.

Posons II4 (M,_;) comme étant 'ensemble des ensembles de
la forme {x e M, ;| M. E ¢ a,...,a)} ol ¢ (X Vi .... V1)
est une formule de [, ,; de type n et ou ay, ... a; sont des élé-
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ments- de U M U A. La détermination d'un tel en-
osksn—1

semble ne dépend pas de la formule concréte choisie pour sa
definition.
<p-1 € M, xII4(M,_;) est donnée par la condition:

b<_1{xeM, | M. =q(x ay...a)} ssi
Mok @ (b ay, ... a)),

ouq (X, yy....y) estdetypenetay,...,a U M. UA.
o<ksn—1

On démontre sans peine que la structure M2 = <M, <,
oo Zaoo Mg, g, TIg (M, _1)>> est le plus petit modéle de

TP,.1, contenant A, qui «étend» .

4. Equivalence de TP a I'un de ses fragments.

Grichine [4] a démontré que TT = TT® + € ou = est la
classe des axiomes de TP¥ de la forme:

dyVxxeye zVv(ivex—zev)

(existence de l'ensemble des ensembles dont l'intersection
n'est pas vide). Nous adapterons ici un résultat analogue
(voir [3]) aux théories TP et TP,.

Soit & la classe des axiomes de la forme:
dyVix(xeywJdzVv(vexezev) Ces énoncés ex-
priment l'existence de I'ensemble des ultra-filtres principaux
engendrés par les objets d'un type donné. Tout axiome de &F
est un axiome de compréhension de TP,

Etendons .4 en un langage L% obtenu par adjonction des

termes F(x°) et F, respectivement de types 2 et 3. Ajoutons
également a TP?) les axiomes logiques pour L7 et les axiomes

suivants:

Vz! (z! € F(x% - x° € z}),
Vi¥x*eFe Jz°Vvi(Viex?oz e vl).
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On obtient ainsi une théorie 'I'Pf"" qui est une extension con-
servatrice de TP:’” + % (Fn = Lo N F, pour n > 4).

Nous supposerons dans la suite de ce paragraphe que deux
variables x! et x! ne peuvent avoir simultanément des occur-
rences libres dans une méme formule lorsque i + j.

A chaque formule ¢ de £y, on fait correspondre deux for-
mules f[g] et g[¢] de la fagon qui suit:

flx° eyl = y' € F(x°, g[x° € yll = y! € x¥

flxk e y**l = glxk e y**] = x* e y** k = 1 ou 2);

f[x* = v = F(x°) = F(y?), g[x° = y°] = x* = y¥

fx* =y =gh*=y =x=y-(1<k<3);

f79] = "1yl gl ] = 71 glyl;

oAyl = fly] A flxl; glvAxl = gyl A glxls

fVxy(x°)] = Vx (x! € F> ' (x9), oil ¢'(F(x%) =

fly )

glVxoy(x9)] = Vx?(x? e yd— g[p(x9)]), y* étant la pre-
miére variable de type 3 telle qu'aucune y* n'apparaisse dans
V x%(x9);

VXY = Vx*flyxY)], g[Vxiy(El] = Vx*glyxY)]

1<k<3).

La construction de f[g] et g[g] donne le

Lemme 1.
Si ¢ est une formule de [, alors

TP?”" ~ ¢ < flg];

glg] est une formule 3-typée de .Ly;

dglg] est de type 3, si ¢ l'est;

f[g] est le résultat de la substitution de termes aux varia-
bles libres de g[g] qui n'apparaissent pas dans ¢.

o L

O
Lemime 2.

TP, = TP:‘” + Sy,

Démonstration.

Soit ¢ une formule de type 3 dans laquelle ne figure pas y®.
Par le lemme 1, on a successivement,
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TP® 1 Iy Vxi(x? € y* & glq)),
TP®* - IyVx? (x2 € y* - f[g]),
TPO* - APVt (&2 < yo < ) =

Une démonstration analogue donne le

Lemme 3.
a. TPS‘“‘” = TPS‘), si k = 4.

b, TP® = TP;S) + & O

Théoréme 1.
a. TP, = TPI(;‘” + G

b. TP = TP® + F = TP®,

Démonstration.
a. TP, = TP;“) = TPS’) = TPS) + &, (lemme 3).

b. TP = U TP, = U (TP + ) = TP® + &. m]

neaow neow

5. Le théoréme de cette section établit la différence entre les
systémes prédicatifs et les systémes non prédicatifs. Le troi-
siéme énoncé de ce théoréme sera généralisé dans la section
suivante. La démonstration donnée ici est toutefois plus évi-
dente et pourra étre utilisée dans la suite.

Lemme 4.

a. TP, est une extension conservatrice de TP, (m = n> 0).
b. TP est une extension conservatrice de TP, (n> 0).

Démonstration.

a. Si M, est un modéle de TP,, alors ﬁ!fl? est un modéle de
TP,.; et de tous les énoncés qui sont vrais dans M,. Par
récurrence, tout modéle de TP, «s'étend» ainsi en un modéle
de TP,.
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b. Si ¢ est une formule de [, et si TP i~ ¢, alors pour un
certain type m (m 2 n), TP, + ¢. Dés lors TP, ¢, par le
premier point.

O

Théoréme 2.

a. TPy = TT,.

b. TP, = TT..

c. TP, += TT, (n = 3).

d TP = TT.

Démonstration.

a. Evident.

b. Il suffit de montrer que TT; & TP,. C'est-a-dire que tout
modéle de TPy est un modéle de TT,. Soit <M, <, M;>
un modéle de TP;. La structure <M;, ©4,>> ou x C;y ssi
(VzeM,) (z<<,x—2z<,y) est une algébre de Boole ato-
mique. Dés lors, d'aprés [2], <M,, <,, M;=> est un modéle
de TT,.

c. Soit M,_; un modéle de TP,_; de sorte qu'il y ait un en-
semble a © M, _3 et qu'il n'y ait pas d'élément b de M, _;
tel que (Vx e M, 5 (x<<,_.3sb<x € a) (Il suffit de con-
sidérer un modéle infini dénombrable). Si a’ est 1'ensemble

{a'}
{{x}|x € a}, alors a' S M,_; et M, ,; est un modéle de
TP, vérifiant les mémes énoncés de .L,_; que M, ; et tel

a’
que J,_y F JyVx(xey<w IvixevAvea)).

d. Si TT < TP et si ¢ est une formule de L3 démontrable dans
TTs, alors TP; ~ ¢, en vertu du lemme 4, b. Cela contredit
c. O

6. Réduction de I'imprédicativité.

Soit U la classe des axiomes non prédicatifs de TT de la
forme
VzdyVixeyedvivezAVwwevew = x)).

Ces axiomes affirment notamment 1'existence de la réunion des
ensembles des singletons.
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U, est U N L, (n> o).

Lemme 5.
TPy,1 + Uy, est une extension conservatrice de TTs:

Démonstration.

Supposons n > 1, sans quoi il n'y a rien a démontrer (théoréme
2, a et lemme 4, a).

1.

2,

TTn c TPn+1 + CUn+1

Montrons par récurrence que tout axiome de compréhen-
sion de TT, de la forme: Jyi*! Vx! (x! € yit! « ¢)

ou ¢ est une formule de type k (i + 1 < k < n) est démon-
trable dans TPn+1 + CUn+1.

Sik—(i+ 1) = o, I'axiome en question est un axiome de
TP, et donc de TP,,; + U,,1.

Soit alors k— (i + 1) = g+ 1 (q > o). Par hypothése
TPy + Upyr - 3 y‘l*"2 inﬂ (xi+1 = y;+2 -

Ixl (V' (zl xi‘“ «z! = x) A ¢)).

Un tel y‘1+2 est un ensemble de singletons. La réunion de cet
ensemble existe par les axiomes de U

n+1-

TPy.1 + U,,1 est une extension conservatrice de TT,. Le

%)
modeéle M, de TP,,; o M, est un modéle de TT, vérifie
les mémes énoncés de L, que H,. Il suffira donc de mon-

trer, pour tout a II@ My-1), que 514,1@ E Jy+1 V¥xo-t
"2 ey!o 3 vl (x2 e vi—1 A yvo—! € a)). Cela suit
du fait que ‘M, est un modéle de TT, et que a est défini par
une formule de .[, & parameétres dans H,.

O

Théoréme 3.
a. TP+ U = TT.
b. TP, + U, + TT,. (n = 3).

Démonstration.

La premiére partie du lemme 5 donne a.
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La démonstration de b fera intervenir le résultat [3], déja
signalé:

(*) TTy = TTY® + 9, et le fait suivant [1]:

(**) Si n =4, TT, n'est pas une extension conservatrice de
i 1

Si TT, = TP, + U, (n = 4), alors la seconde partie du lem-
me montre que TT,_; + ¢, pour toute formule ¢ de .L,_; dé-
montrable dans TT,. Or tenant compte de (**), cela est impos-
sible. Donc TT, *= TP, + U,, si n = 4.

De plus, si TT3 = TP; + Us, alors en vertu de (*):

TT, = TT® + F, = TP® + U, + F, € TPs + Uy, ce qui con-

tredit ce qui vient d'étre démontré. O

Théoréme 4.
a, TP+ U = TP.
b. TP, + U, *= TP, (n = 3).

Démonstration.
a suit des théorémes 2, d et 3, a.
La preuve de b est implicite dans celle du théoréme 2, c. O

7. Réduction de I'imprédicativité (suite).

La section 6 réduit l'imprédicativité de TT & l'un de ses as-
pects: l'affirmation de l'existence de la réunion d'un ensem-
ble (') (de singletons). Les énoncés de U sont des axiomes de
compréhension de la forme:

3Yk+l VY xk (xk = Yk+l *"'(P)r

ou le type de ¢ est k + 2. Le respect de la prédicativité exige-
rait ici le type k + 1.

Pour réduire l'imprédicativité des théories TT,, nous envi-
sageons deux fragments de TT obtenus en affaiblissant 1'im-

(*) Le caractére imprédicatif de la fameuse démonstration des «Principia
Mathematica», montrant que tout ensemble majoré de réels a une borne
supérieure, réside uniquement dans l'utilisation de l'axiome de la réunion.
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prédicativité. Les axiomes du premier de ces fragments, TT*,
sont ceux qui viennent d'étre décrits. Quant au second frag-
ment, TI, il s'obtient en imposant aux axiomes de TT* la res-
triction supplémentaire selon laquelle aucune variable (libre)
de type k + 2 ne peut apparaitre dans q.

Les théories TI,, TI;‘“) et TT: sont définies comme dans la

section 1.

Lemme 6.
a. TI,,; est une extension conservatrice de TI,.
b. TI est une extension conservatrice de TI, (n > o).

Démonstration.
a. Si I, est un modéle de TI, alors Jf, P (M,_;) est un

modeéle de TI,,; vérifiant les mémes énoncés de [, que H,
(£ (M,_4) est I'ensemble des sous-ensembles de M, _,).
b. Analogue au lemme 4, b. O

Théoréme 5.
a. T, = TI® + F,m>0); TI = TI® + &,

b. TI, + U, = TT, (n>> o).
c. TT, = TT* (n>o).

d. TI # TP; TI, # TP, (n = 3).
e. TI # TT; TI, # TT, (n = 3).

f. T, + TP, + U, (n = 3).

Démonstration.
Pour a, on utilise une preuve analogue a celle de la section 4.
Pour obtenir b, il faut remarquer quesii +1 = n—1, dans

la premiére partie de la démonstration du lemme 5, la formule
a démontrer est un axiome de TI,.
c est un corollaire de b.

d. TI, = TP, (n = 3) par b et le théoréme 3, b. De 13,
TI =+ TP, par le lemme 4, b.

e. Une démonstration analogue a celle du théoréme 3, b, uti-
lisant le lemme 6, a et a, montre que TI, # TT, (n = 3). On
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achéve comme dans le théoréme 2, d en se référant au lemme
6, b.

f découle de b et du théoréme 3, b. O

Marcel Crabbé
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