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INTRODUCTION

La notion centrale dans cet article est celle de types définis-
sables (voir définition III, 2) qui a été introduite par Shelah
dans [SH 1]. Il a aussi démontré que tout type dans une théo-
rie stable est définissable.

Nous montrons ici que si p est un type complet définissable
sur un modeéle M, et si A 2 S, alors p a une extension ''na-
turelle” sur 4. C'est cette extension que nous appelons le
fils ainé de p sur J. Ceci nous permet de définir le produit de
types d'une facon analogue au produit d'ultrafiltres.

Nous utilisons ces notions pour introduire la notion de
Forking. Les définitions IV, 1 et 2 et les résultats du para-
graphe IV sont dus & Shelah, mais les méthodes de démon-
strations sont nouvelles, et il nous a semblé intéressant de
les présenter ici.

Dans [LS], nous avons déja utilisé ces résultats pour faire
une étude systématique des notions de rang dans les théories
superstables, et donner une nouvelle démonstration du théo-
réme de Lachlan sur le nombre de modéles dénombrables d'une
théorie dénombrable superstable [LC]. On trouvera aussi dans
[LS] plus de détails sur les démonstrations du chapitre III.

1. Notation

Nous nous donnons un langage L, et une théorie T compléte
dans L. Nous supposerons que L n'a ni symbole de constante
ni symbole de fonction, et que T admet 1'élimination des quan-
tificateurs (nous ne restreignons pas la généralité des résul-
tats: voir [MQO]). On désignera par L, 'ensemble des formules
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ne contenant pas d'autres variables libres que vy, vy, ..., Vo-1.

Si A est un ensemble, A dénotera l'ensemble des suites
finies de A. Siga €A, avec @ = (apay ..., a,) et @a =

(a"), a'z, s a;), alors (3, @) = (ao, aeen a;, a;, a;, ceer a(;) et

BUa = BU({ayay ...,a,}. Le symbole ¥, dénotera la suite
(Vo Vi, ..., Va-1); L(A) est le langage obtenu en ajoutant a L
une constante pour chaque a € A, constante que nous déno-
terons aussi para. SigeLet@e A, @ = (ay, ay, ..., a,), alors
¢(@) est la formule de L(A) obtenue en remplacant dans ¢
toutes les occurences libres de v; (pour 0 < i < n) par a;.

Suivant Sacks ([SA] p. 165) nous appelerons K(T) la caté-
gorie dons les objets sont les sous-structures de modéles de
T, et dont les fléeches sont les monomorphismes entre ces
objets. Les lettres A, ', B, ..., désigneront des objets de K(T)
tandis que M, M, seront réservées pour les modéles de T;
A, A B, ... M, M, .., sont les univers de A, A, B, ..., M,
M, .... Puisque nous avons l'élimination des quantificateurs,
I'ensemble

{9@):9eL ae A ME ¢@)}

ne dépend pas de M, pourvu que 4 € . Nous noterons cet
ensemble T(A).

Soit {xg, X1, ..., Xp, ...} un ensemble de nouvelles constantes
individuelles, et posons X, = (Xg, ..., X5-1). Un n-tfype sur A
est un ensemble de formules de L(A U X,) consistant avec
T(A). Un n-type complet est une théorie compléte dans
L(A U X,) contenant T(A); S,(A) est I'ensemble de tous les
n-types complets sur .4, auquel nous donnons une structure
d’espace topologique de la fagon habituelle (voir [MO]); si f est
un monomorphlsme de J dans B, on en déduit une applica-
tion T continue et surjective de S o(P) dans S,(A), définie par

?’(P) = {o(ap ay .., &) ; ¢ € Lyy1(X) 5 (@0 apr -y @)
e A+ et g(f(ag), f(ay), ..., f(a) & p}.
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Si Ac 4B, eufl_@ est l'injection canonique de ! dans 3,

et i®

—— én :
B, A A, B
objets sont Su(A) (A € K(T)) et dont les fleches sont les ap-
plications f* (f est un monomorphisme de 4 dans 9).

La catégorie C, est la catégorie dont les

Si A€ B M, et e By, I'ensemble
{9(X) : ¢ € Ly(A) et M = (D)}

ne dépend pas de M, puisque nous avons l'élimination des
quantificateurs.
C'est le type de b au-dessus de 4 que nous noterons t{b, 4).

Si A € L(X,) et p est un n-type sur 4, nous noterons p(A) =
{9(@; a€ A, 9@ pet oA} U {¢@; T€ A, 9@ =p et
(e} Si B A pl B = pnLx UB). On dit que
p et p’ sont A-contradictoires s'il existe g € A et T € A tels
que 9@ €p et — @@ €p', ou — 9@ €p et 9@ p".

II. Rang

Nous aurons besoin d'une généralisation de la notion de
rang introduite par Morley dans [MO]. Celle que nous intro-
duisons ici n'est qu'un cas particulier du rang R"(p, A, 1) dé-
fini par Shelah dans [SH 1].

Définition 1: Soient n € w et A S L(X,). Nous définissons

@
par induction sur l'ordinal o les sous-espaces S, (A, A) de
Sa(A), pour A € K(T):

— S'(AA) = S (A

) a
— 8i d est un ordinal limite, S (A, A) = g Y S (A A).
n a n

a+1 a
—p€eS, (AA) si et seulement si peS,(AA) et
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pour tout ¢ € p, il existe B 2 A et un ensemble infini

11
d'élements de S,($,A) contenant ¢ et deux d deux
A-contradictoires.

Définition 2: Si p € S,(A), on définit R(p, A) comme le plus

a+1
petit ordinal a tel que p & S, (A, A) si un tel ordinal
existe; dans le cas contraire, on pose R(p,A) = oo, (Il est

entendu que °° > o pour tout ordinal o).
Les démonstrations des théorémes 3 et 4 ne sont que des

adaptations des démonstrations de [MO] et nous laissons au
lecteur le plaisir de les retrouver.

Théoréme 3.

a
1) Pour tout ordinal a, S, (A, A) est un fermé de S,(A).
2) Si p € p', alors R(p, A) = R(p', A).
3) Sif est un monomorphisme de A dans & et si p € S,(9),
alors R(p, A) < R(f(p),A).
4) Si peS,(A) et B2, il existe p; € Sy(B), p S p; tel
que R(p, A) = R(py, A).
5) Si p € S,(A), il existe Ay S A, A, fini tel que R(p, A) =
Le théoréme suivant est I'analogue du théoréme 25 de [MO]:

Théoréme 4: Supposons que p € S,(A) et que R(p,A) =
a << o0, Alors, il existe un entier n, noté mult(p, A) tel que:

a
1) Si B2 J et P est un ensemble d'éléments de S,(B, A)
incluant p et deux a deux A-contradictoires, alors ||P||
<n
2) I existe B2 et P un ensemble d'éléments de

a
Su (B, A) incluant p et deux & deux A-contradictoires tel
que ||P|| = n.
D'autre part, il existe Ay S A, A, fini tel que R(p, A) =
R(p [ Ay) et mult(p, A) = mult(p [ Ay, A).
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On se reportera a [SH 1] pour la démonstration du théoréme
suivant:

Théoréme 5: T est stable si et seulement si pour tout n € w,
A S L(X,), A fini, 4 € K(T) et p € Sy(A), on a R(p, A) < w.

Détinition 6: Soit p un n-type sur A. On pose R:)q(p. A) =
sup{R(q, A); q € S,(A) et p S q}.

La proposition suivante est pratiquement évidente:
Proposition 7: Soit p un n-type sur A. Alors:

1) Il existe q € Sy(A) et p S q tel que R(q, A) = R’:ﬂ(p, A).
2) Si B2 4, R* (p,A) = R®_(p, A).
) Si P8 g® N
3) Il exist cp fini tel Rn ,A) = R" . A).
) Il existe po S p, po fini tel que Ji(p ) g (Pos A)

4) Si q est un n-type sur J tel que toute formule de p soit
conséquence de T(JA) U q, alors RnJE (p, A) 2 R‘:ﬂ(q, A).

5) Si f est un monomorphisme de P dans A et si ?fp) =
{cp(an, ay .. ak); k € o, g E L]“,l(fn], (ag, Viay ak) € Bk+1
el  o(f(ay), f(ay), ..., f,ax)) € p},  alors R‘:q P A) <

R™  (f(p).A).
3 (f(p).A)
6) R?Jl(p' A) Z a+ 1 si et seulement si pour tout py S p,

po fini, il existe B 2 A et un ensemble infini {q;, i1}
de n-types sur 9 contenant p,, deux a deux A-contradic-
toires, et tels que pour tout i €1, R‘:@ (gi A) = o

Nous terminons par le théoréme suivant qui se trouve essen-
tiellement dans [SA]:

Théoréme 8: Si M est Vy-saturé, p € S*(HM) et R(p, A) < o0,
alors mult(p, A) = 1.

Démonstration: Posons n = mult(p, A) et a = R(p, A). Sup-
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posons n = 2. D'aprés le théoréme 4, il existe A, © M, A,
fini, tel que, si po = p [ Ay R(p, A) = R(py, A) et mult(po, A)
= mult(p, A). Il existe aussi B2 M et q, qg ..., q, des élé-

a
ments de S, (%, A) contenant p et deux & deux A-contradic-
toires. I1 en résulte qu'il existe be B et g € A tel que
¢(b) € q1 et —¢(b;)E qs. D'autre part, R(py, A) = R“Q(po U

{@(b)}, A) = R(qy, A). Donc R‘_‘(B(pu U{gp®)}A) = a et de
méme R“ﬁ(pu U {— ()}, A) = a. Maintenant, puisque ¥ est

W,-saturé, il existe @ € M et un Ay-isomorphisme de 4, U B
dans 4, U d, et par conséquent R:‘% (Po U {@@}, A) =

R‘:%(po U — @@} A) = o Puisque p est complet, ¢(@) ou
—o(d@) appartient a p; nous supposerons par exemple que
¢(@) € p. 1l existe alors r € S,(P) tel que po U {—g@)}er
et R(r, A) = «. Mais alors r est A-contradictoire avec chaque
qi (1 <i<n), et ceci contredit le fait que mult(py, A) = n.

Si AC I et €M, nous noterons R, A, A) = R(t(g, A), A).

III. Fils ainé

Définition 1: On dit que d est une n-application rangée sur
A si d est une application de L(X,) dans L(A) telle que si
k € o et g Li(X,), alors d(g) € Li(A).

Soit B 2 . Considérons l'ensemble:

d(PB) = {¢®); 9 € LX), k €, be Bk et d(g) (b) € T(D)
autrement dit, pour tout k € 0, ¢ € L\(X,) et b € Bk, ¢(b)
d($B) si et seulement si d(¢) (b) € T (9B).

Définition 2: Soit p € S,(A). On dit que p est définissable
§'il exisfe une n-application rangée sur A telle que p =

d(A).
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Le théoréme suivant apparait dans [BA] et [SH 1]

Théoréme 3: Si T est stable, A€ K(T), n € w, p € Su(A)

alors p est définissable.

Les applications rangées qui définissent un type complet
sur un modéle possédent de bonnes propriétés:

Théoréme 4: Soit d une n-application rangée sur A < M,

et supposons que d(M) € S,(HM). Les conditions suivantes

sont vérifiées.

1) Si g €L, alors T(A) + p+>d(g).

2) Sig ¢ LX) et T+ g—q, alors T(A) ~ d(g) = d(¢).

3) Si g ¢ €L(X,) alors T(A) - d(g—> ¢) = (d(g) = d(g").

4) Si 9 € L(X,) alors T(A) = — d(g) @ d(— g).

5) Si g, ¢ € LX), alors T(A) + d(e A ¢) < (d(g) A d(g))
et T(A) + de V ¢) < [d(e) V d(g)).

Définition 5: Un n-schéma sur A est une n-application ran-

gée sur A vérifiant les conditions 1-5 du théoréme précé-

dent.

Le théoréme 4 admet une réciproque:

Proposition 6: Soient d un n-schéma sur A et B 2 J. Alors

d(B) € S.(9).

D'autre part, si p € S,(#) est définissable, le schéma le
définissant est en quelque sorte unique:

Proposition 7: Soient d et d' deux n-schémas sur M. Les trois

conditions suivantes sont équivalentes:

1) d(SH) = d'(H).

2) Pour tout ¢ € L(%,), d(g) « d'(g) € T(H).

3) Pour tout A2 M, d(A) = d'(A).

Tout cela permet de définir pour tout type définissable
p € Sy(M) et A2 M, une extension de p sur A qui est en
quelque sorte canonique: c'est d({) ou d est n'importe quelle
application rangée sur Ji définissant p. Ce type sera appelé
le fils ainé de p sur .

Dans [LS], on donne une illustration de cette notion dans le
cas des groupes abéliens sans torsion et des ultrafiltres.
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Définition 8: Soient p € S,(°M), p définissable, q € S, (M);
on définit le produit p X q comme le n + m type réalisé
au-dessus de M par (&, b), ol

—be M G DM M est un modéle ||M||., saturé, et
tb, M) = q. _ 3
— ae M"ett@ MU b) est le fils ainé de p sur H U b.

Evidemment, la définition est cohérente, c'est-a-dire que
t((& b), ) ne dépend pas des 7, b, M’ particuliers choisis. On
pourrait définir p X q sans passer par des réalisations, mais
cela conduit & des notations compliquées. On peut remarquer
que le produit d'ultrafiltres est un cas particulier du produit
de types (voir [LS]).

Supposons a partir de maintenant que T est stable. Alors,
d'aprés le théoréme 3 pour tout p € S,(H) et tout A 2 H, le
fils ainé de p sur J est défini. D'autre part, nous avons (voir
LS):

Théoréme 9 (commutativité du produit de types dans les

théories stables): Soient JH S M, ae M™ beMnm pe

Su(HM), q € Su(M), et supposons que t((T3, 1), H) = p X q.

Alors t((b, 3), M) = q X p.

Ceci s'exprime d'une facon particuliérement élégante dans
le langage des catégories C;:

Théoréme 10: Soient M € A et n € w. Alors I'application
de S,(M) dans S,(A) qui & p fait correspondre son fils ainé
sur J est continue.

Nous appelerons h? gl L)qcette application. Appelons d'autre

(

part ib’lﬂi I'application de S,(.A) dans S,(H) qui a p € S,(A)

fait correspondre p [ . Nous savons que dans tous les cas
inJ.! i est continue surjective. Le théoréme 10 signifie que

est une section continue de i® ; on peut voir que

Dot M
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cette derniére propriété caractérise la fonction hnﬁi‘!J et
donc que le fils ainé est définissable a l'intérieur des caté-
gories C,,.

Définition 11: Soient M S A M et NS BS M. On
dit que A et B sont indépendants au-dessus de S si pour
tout T € A, t(@ B) est le fils ainé de t(a, ).

Il est a remarquer que la relation d'indépendance est symé-
trique, et que d'autre part 4 et B sont indépendants au-des-
sus de M si et seulement si pour tout A € A, B, € B, A, et
By fini, A, et B, sont indépendants au-dessus de M. °

Théoréme 12: Soient M M < M et H< AcS M, el
supposons que A et M’ sont indépendants au-dessus de M.
Alors

he in — 1
HA° A M A° A

Cela veut dire que le diagramme

Su(H”)

Su(H)

est commutatif.
La proposition suivante nous permettra de ne pas étre
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limités dans les applications du théoréme 12 par la condition:
A et ' indépendants au-dessus de Sii:
Proposition 13: Supposons que H S A S MH M B M
et que M est (||A|| + ||B||)t-saturé. Alors, il existe
B < M qui est H-isomorphe @ B et tel que A et &' sont
indépendants au-dessus de M.
Donnons un exemple d'application:

Théoréme 14: Soient N < A; A € L(X,), A fini, p € S,(H)
et p' le fils ainé de p sur . Alors

R(p, A) = R(p, 4).

Démonstration: Nous savons déja que R(p, A) = R(p', A).
Montrons par induction sur o que R(p, A) = a implique
R(p',A) 2 o, Les cas « = 0 et o limite sont évidents. Sup-
posons donc

R(p,A) Z a+ 1. (1)
Soit " un sous-ensemble fini de p'. Considérons
F = {r;resS,(J) et q =r}.

Il est clair que F est un voisinage ouvert fermé de p’, et
donc que (hl:j[{ L)(l)”l(F) est un voisinage ouvert fermé de
p. Il existe donc q € p, q fini tel que
hr “F) = {r;r e S,(A) et q < r}.
( L JE) (F) = { (A) et g1}
Maintenant d'apres (1), il existe B 2 I et des n-types q;
sur B pour i € w tels que:

— Sii<j<w, q; et q; sont A-contradictoires.

—Sii<ow q < qi.
—Sii<e Ry (@) >a

Soit ' un modéle incluant B. Il existe pour tout i € w,
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I € Su(M) tel que q; S 1; et R(r;, A) = R’i@ (qi A). D'autre

part, on peut supposer que M’ et A sont tous deux inclus
dans un méme modeéle S, et par la proposition 13, que
M et A sont indépendants au-dessus de M. Soit s; le fils
ainé de r; sur ly; par hypothése d'induction R(s; A) = «
et d'autre part, les s; sont deux a deux A-contradictoires.
Mais maintenant, par le théoréme 12.

s;il A = = h® A
ety d™ T Moo Tgr, o O
Or, q; est inclus dans r;, donc dans i"_ (r;), et donc

(L=

SH,U o) € (h" )‘I(F)

et il en résulte que
s;ilAeF;
donc g’ est inclus dans s;, et cela montre que
R(p'A) Za+ 1.

Le fils ainé est le seul type possédant ces propriétés; plus
précisément:

Proposition 15: Soient M S A, p € S,(M), p’ son fils ainé
sur A, A € L(X,), A fini, et p; € Sy(A), p S pi- Si R(py, A) =
R(p, A) alors py (A) = p'(A).

Démonstration: Cela est clair par la proposition précéden-
te et la proposition II, 8 dans le cas ou N est Wy-saturé.
Dans le cas général, on peut construire A, et M, tels que
MC My My, M A H, M est Wy-saturé et I, et
A sont indépendants au-dessus de Si. Il existe p, € S,(My)
tel que p; € p; et R(p;, A) = R(ps A). Soient py = ps [ M,
et p, le fils ainé de p  sur ﬂfl. Alors il est clair que p S p,
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et que R(pyA) = R(pzA) = R(p,A). Par conséquent
p,(A) = p,(A). Mais par le théoréme 12, P, [A=petla

proposition en découle.

IV. Forking

Définition 1: Soient p & Sg(A) et ¢ € Ly(X,). On dit que

(p, ) se divise s'il existe M 2 A, une suite (G, i € w) d'élé-

ments de Mk et m € w tels que:

1) t(S, A) = p pour tout i € w.

2) SisCw et ||s|| > m, alors I'ensemble {¢(T),i € s} est
contradictoire avec T(HM).

Définition 2: Soient A< B et p € S,(B). On dit que p
bifurque au-dessus de A s'il existe C 2 B, ke w, c  Ck
et @, @g, ..., ¢; € Ly(X,) tels que:

1) (t(S A).q) se divise pour i = 1,2, ...,]j.
2) pUTE) + AL

Les propositions 3 et 4 sont & peu prés immédiates; les pro-
positions 5 et 6 se trouvent dans [SH 2].
Proposition 3: Soit A S B. L'ensemble {p;p € S,(B) et p
bifurque au-dessus de A} est un ouvert de S,(5).
Proposition 4: Soient 4 € B < C et p € S,(C). Si p bifurque
au-dessus de B ou si p [ B bifurque au-dessus de A, alors p
bifurque au-dessus de .
Proposition 5: Soient A€ BC C et p € S,(P) ne bifur-
quant pas au-dessus de J. Alors, il existe p; € S,(C), p S p;
ne bifurquant pas au-dessus de A.
Démonstration: Nous commencons par une remarque. Soit
M un modéle Ri-saturé contenant C, et q = S.(C). Alors q
ne bifurque pas au-dessus de 4 si et seulement si il n'existe
pas k € w, M € MK et ¢y, ..., g; € Ly(X,) tels que (t(m, A),q)
se divisent pour i = 1,2,...,j et q U T(H) }-1<\i{\</.cpi(ﬁ}.
Considérons donc l'ensemble: =
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E = {—og@); k€ o, g€ L(X,), I Mk et t((l A)g) se
divise}

et montrons que p U E U T(Hl) est consistant. Si l'on sup-
pose le contraire, ou en déduit qu'il existe ky, kg, .... k; € o,

meM, meM? . meMi ¢ecl (%)
P2 € Lk2 (X)) wo0r s € ij(ic“n) tels que:

1) p U T(H) P\X/ o(m;) et

1<i<j

2) (t(m;, A),q;) se divisent pour i = 1,2,...,].

Posons k = k; + k; + ... + k;, m = (m, My ..., ..., M),
et soit ¢ (1 £ i< j) la formule de L, (X,) obtenue a partir

de ¢; en renommant les variables libres de telle facon que

@i(MM) = @' (M). Alors il est clair que p U T(H) 12('/<'
i =1%]

cp'i (M) et que (t(M, A)) se divise, et ceci contredit le fait

que p ne bifurque pas au-dessus de .

11 suffit maintenant de poser p; = q [ C, ol q € S, ()
et pUE caq.

Proposition 6: Soient A S B, b € B¥, et ¢ € Ly(X,) et sup-
posons que (t(b, A),q) se divise. Alors pour tout A C L(%,),
A fini contenant ¢ et pour tout n-type sur J, p, on o

R:q(p, A) > R‘:CB(P U {@(b) },A).

Démonstration: Par hypothése, il existe H < A, (b, i€ o)
une suite d'éléments de Mk et m € w tels que:
1) t(b;, A) = t(b, A).

2) SisCowet||s|]| =m, alors {¢(b),i € s} est contradic-
toire avec T().
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Il est clair que pour tout i € w,
R® U {g®)}A) = R U {q(d) }.A).
" P {ed)} A) g @ U {o®)}4)
Soit q; € S,() contenant p U {¢(b)} et tel que

Riﬁi{ (P U {g()}A) = R(qi A).

D’aprés la condition 2), I'ensemble {q;(A),i € o} est fini, et
donc il existe un sous-ensemble infini de {q;;i € w} dont les
éléments sont deux a deux A-contradictoires. Cela prouve
que

R(p, A) = R(q;, A) + 1

et le théoréeme en résulte.

Corollaire 7: Soient p € S,(9), B 2 , et I'on suppose que
p bifurque au-dessus de J. Alors il existe Ay C L(X,), A, fini
tel que pour tout A fini, Ay € A € L(%,)

R(p [ A A) >R(p, A).

Corollaire 8: Si p € S,(A), p ne bifurque pas au-dessus de

A.

Nous pouvons maintenant relier la notion de bifurcation a
la notion de fils ainé:

Théoréme 9: Soient M < J et p € S,(A). Alors p ne bifur-
que pas au-dessus de M si et seulement si p est le fils ainé
de p [ M:

Démonstration: Un sens nous est donné par la proposition 7
et le théoréme III 14. L'autre découlera du lemme suivant:

Lemme 10: Soient M < A, p' € Sy(A), p = p' I M, et sup-
posons que p' n'est pas le fils ainé de p sur JA. Alors il existe
k€wade A et g € Li(X,) tels que 9(@) € p et (t(3, H).9)
se divise.
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Démonstration: L'ensemble {r;r & S,(A) et r est le fils
ainé de r [ I} est fermé, puisque image continue d'un com-
pact. Donc il existe un voisinage ouvert fermé de p’ ne
contenant aucun point qui soit le fils ainé d'un type sur .
Cela revient & dire qu'il existe k € 0, ¢ € Li(X,) et T € Ak
tel que @) € p’, et que si r € S,(A) et @@ =1, alors
n'est pas le fils ainé de r [ .

Soit M' 2 M et supposons que S’ est | |M||+-saturé. Défi-
nissons par récurrence sur i, Ji; € M’ et 3 € Mk (i € o) tels
que:

1) Ty = M
2) t(@) = t(a )
3) k%I‘tl u .Eig‘juh-ll et IlMi+1I| = |[M1||

4) t(@, 1 M;,q) est le fils ainé de t(a, M) sur H;.,.

Notons A;,; = I U &@. Soit q € S,(') et supposons que
¢(T) € q. Alors, d'aprés la construction de ¢, q[ H U &
n'est pas le fils ainé de q[ JH, et par le théoréme III, 12,
q n'est pas le fils ainé de q[ M.

Considérons maintenant r un n-type sur ;. Alors

@{e) >R (U {e(@)} o).

Rn
M A

En effet, il existe ' € S;( ) tel que

rU{p@)} 1 et R(r',{g}) = Rl,i,q. (r U {o@E)} {¢}).

Posons 1y = ' [ 9, et r le fils ainé de ry sur ;. Nous
venons de voir que —g(g) € r;l, donc que r'(g) =+ r'l (9).

Par la proposition III, 12, on en déduit que

R‘;qi (. {o) <qui (ru {g}) < RL% (r{o}).

Posons donc m = ({xo = %0}, {¢}), et montrons que

Rn
M
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sisCoet||s|]|]>m+1, alors {¢(@) ;i € s} est contra-
dictoire avec T(M'). En effet, si on suppose le contraire
et (ip, iy, ..., i) est une suite strictement croissante d'élé-

ments de s, alors

m =R (% = xh (o) >R (e@,)) (o) >
R (0@,) 9@ )b {e) > . >R (0@

Ssm} {g}) =20

ce qui est impossible.

Donc (t(a, HM),q) se divise.

Nous allons maintenant généraliser quelques théorémes du
paragraphe III.

Théoréme 11: Soient A< M, B, Te M. Alors t(b, A U T)
ne bifurque pas au-dessus de  si et seulement si t(T, A U b)
ne bifurque pas au-dessus de .

Démonstration: Lorsque A est un modéle de T, cela résulte
du théoréme 9 et de la commutativité du produit de type.
Supposons dans le cas général, que t(b, A U T) ne bifurque
pas au-dessus de A, et soit ' 2D M, M ||M]|+-sature.
Par les propositions 5 et 8, il existe p € S,() tel que
t(T A) S p et p ne bifurque pas au-dessus de 4. Soit ¢ & M'
réalisant p. Il existe alors un <{-monomorphisme h de
M UT dans SH' qui envoie T en T Soit M, = h(H). Il
est alors clair que t(t, M;) ne bifurque pas au-dessus de .
Maintenant, d'aprés les hypothéses et la proposition 5, il
existe b’ € M' tel que t(®', AUT = tbh, AUT et t{,
I, U T) ne bifurque pas au-dessus de 4. Il en résulte que
t(b', M; U T) ne bifurque pas au-dessus de M; (proposition
4) et nous en déduisons que t(g, J; U B’) est le fils ainé de
t(c; My). Mais rappelons que t(c; H;) ne bifurque pas au-
dessus de A, donc il en existe une extension compléte q
sur J; UbB' qui ne bifurque pas au-dessus de 4. Par la
proposition 4, q ne bifurque pas au-dessus de ‘¥;, donc q
est le fils ainé de q [ M; et ¢ = t(E, M, U D). Il en résulte
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que t(¢, A UD') ne bifurque pas au-dessus de ., et il en
est de méme de t(T, A U b) puisque t((b,T),A) = t((b,7),
A).

Théoréme 12: Soient A S B et p € S,(B). Les deux condi-
tions suivantes sont équivalentes:

1) p ne bifurque pas au-dessus de .
2) Pour tout A fini, A S L(X,), on a R(p,A) = R (p[ A A).

Démonstration: Nous savons déja par la proposition 7 que
2) implique 1). Pour montrer que 1) implique 2), il suffit de
le faire dans le cas ol B-A est fini. Soit donc b une suite
énumérant B-A, et supposons que p ne bifurque pas au-
dessus de A. Fixons A € L(X,), A fini, et soit H' un modéle
(I[IB]] + ||T]|)*-saturé contenant B. Soit T € M' réalisant
p au-dessus de &, et on construit, comme a la démonstra-
tion précédente un modele H € M tel que

R A JH) = R(T A A).

Par le théoréme 11, nous savons t(b, A U ©) ne bifurque pas
au-dessus de 4, donc il existe ' & M' tel que t(b', H U T)
ne bifurque pas au-dessus de 4 et t(b', A UT = tb A
U ©). Il en résulte que t(c; M U D) est le fils ainé de t(c, ),
et par le théoréme III, 14

R@GA HUD) = RGA H) = RE A, A
et puisque
RET A MHUD)SRETA AUD)<R(A A
‘on voit que
Rpl A A) = RGA A = REAAUD) = R(p, A).
Corrollaire 13: Soient A S B S C et pe S,((). Si p ne

bifurque pas au-dessus de & et p[ B ne bifurque pas au-
dessus de A, alors p ne bifurque pas au-dessus de .
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Comparer ce résultat avec la proposition 4.

Corollaire 14: Soient A S B et p € Sy(A). Alors ||{ps;

p1 € Su(B), p S py, et p; ne bifurque pas au-dessus de A}||

< 2T

Les théorémes suivants sont les analogues de théorémes
qui se trouvent dans [LS]. Les démonstrations sont les mémes;
il suffit, dans le cas ol p € S,($) et A4 S B de changer l'ex-,
pression "p et p [ A ont méme rang” par:"p ne bifurque pas
au-dessus de A"

Théoréme 15: Soient A S B et p € S,(¥). Alors les trois
conditions suivantes sont équivalentes:

1) p ne bifurque pas au-dessus de .

2) Pour tout ‘M, et M, tels que A< My S M, et B M,
il existe p; une extension de p dans S,(JM;) tel que p,
est le fils ainé de p; [ H,.

3) 1l existe Cy et C; tels que A< Co < Cy, B < C, et pour
tout b € B, t(b, ;) ne bifurque pas au-dessus de A, et
p: une extension de p dans S,(C;) tel que p; ne bifurque
pas au-dessus de C,.

A remarquer que 2) est une caractérisation du forking dans
le langage des catégories C,.

Théoréme 16: Soient J S M, € M, p € S,(A) et supposons
que ||M|| = | |M;||* et que M est saturé. Si p; et ps; sont
deux extensions de p dans S,(J}) ne bifurquant pas au-dessus
de A, alors il existe f un A-automorphisme de S tel que

p: = f(py).

Théoréme 17: Soit J < B, et posons F‘:@J= {priprES:

(B), p1 ne bifurque pas au-dessus de A} et j"_@ Y la restric-

tion de i» a F

B,A BA

Alors j° est une application

B,
ouvertle.
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Corollaire 18: Soient A S B et p € S,(B), ef supposons
que p est isolé et ne bifurque pas au-dessus de A, Alors
p [ A est isolé.
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